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AVERTISSEMENT 


Le présent ouvrage est le deuxième des cinq tomes d’un Cours de Mathémati- 
ques écrit à l'intention des élèves des classes de Mathématiques Supérieures et de 
Mathématiques Spéciales (types M, M'; P, P' et T). Il est conforme aux 
programmes actuellement en vigueur. 


Au prix de quelques compléments, nous avons fait en sorte que l'ouvrage soit 
uiilisable par les étudiants du premier cycle scientifique des Universités. 


Conscients du fait qu'un cours de mathématiques peut s'organiser de bien des 
façons, et désireux de respecter le choix des professeurs — uuxquels nous n'avons, 
naturellement, pas l'intention de nous substituer — nous avons groupé dans chacun 
des cing tomes un ensemble cohérent auquel le lecteur pourra se reporter sans 
hésitation. 


Les deux premiers tomes sont consacrés à l'Algèbre et à ses applications à la 
Géométrie. L'Analyse fuit l'objet des Tomes 3 et 4. Tome 3 : Topologie et éléments 
d'analyse ; Tome 4 : Séries, équations différentielles et intégrales multiples. Le 
dernier tome traite des Applications de l'Analyse à la Géométrie. 


e Nous nous sommes efforcés de respecter uu muximum l'esprit des program- 
me. 


: il nous est toutefois arrivé de traiter certaines questions sous un angle plus 
général que celui qui y figure explicitement. Nous l'avons fuit avec modération: C'est 
ainsi que nous atons étudié quelques généralités sur les modules, cependant sans 
aller jusqu'à la notion de module de type fini. 


e Nôus avons apporté le plus grand soin au choix des notations. La 
terminologie utilisée est en général celle des programmes er de leurs commentaires. 
Quand, en de rares occasions, nous nous en sommes écartés, cela a été fait dans un 
but de simplification, avec la caution de N. BourBaki dont l'autorité est universelle- 
ment reconnue. C’est ainsi que : 


— pour nous, tout anneau possède un élément-unité, ce qui dispense de parler 
d'anneau unitaire (ou unifère), 
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— nous imposons à tout morphisme d'unneaux de transformer l'élément-unité 
de l'objet en celui de l'image, ce qui évite l'introduction de la notion de 
représentation, 


— nous imposons à tout anneau intègre d'être commutatif. 


© Afin de nous adapter aux exigences des divers utilisateurs de notre ouvrage, 
nous avons utilisé deux corps de Caractères, les plus petits étant consacrés: 

— d'une part à des remarques, exemples et contre-exemples qui doivent étre 
considérés comme formant un tout avec le texte imprimé en cuructères normaux, 


— d'autre part à des compléments réservés à une « seconde lecture » et qui, en 


Juit, S'adressent aux élèves des clas. M' et éventuellement à ceux des classesT. 


e Nous avons utilisé le signe [], qui peut se lire : « lu proposition en résulte ». 
pour matérialiser la fin d'une démonstration et annoncer l'introduction d'une idée 
nouvelle, 


e Le double astérisque, *…,, permet d'isoler un résultat faisant intervenir des 
notions qui n'ont pas encore été étudiées dans le Cours, mais qui sont connues du 
lecteur ( à charge pour celui-ci de s'assurer qu'il n'y a pas de cercle vicieux). 


e Le système de repérage est simple : le numéro du rome est indiqué en chiffres 
romains, ceux du chapitre, du sous-chapitre et du paragraphe en chiffres arabes. 
C'est ainsi que 1.5,6.2 renvoie au second paragraphe du sixième sous-chapitre du 
cinquième chapitre du tome 1, (le numéro de tome n'étant pas spécifié lorsqu'il n°y a 
pas d'ambiguité). 


Des exercices sont adjoints à chaque chapitre. Bien qu'ils soient de difficulté 
inégale, nous n'avons pas jugé bon de les repérer par des lettres avertissant le lecteur 
de leur difficulté croissante. En principe, les plus faciles sont en tête de chaque série. 


LES AUTEURS 
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FORMES BILIN ÉAIRES 
SYMETRIQUES 
FORMES QUADRATIQUES 


i Dans ce chapitre, K est un corps commutatif, de È 
caractéristique autre que 2. 


1.1. GÉNÉRALITÉS 


1.1.1. Formes bilinéaires sur E x F 


Nous allons compléter les résultats du 1.9.1.7 sur les applications bilinéaires. 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie ou infinie. 


1° DÉFINITION. — On appelle forme bilinéaire sur E x F toute application 
bilinéaire de E x F dans K, c’est-à-dire toute application @ de E X F dans K 
vérifiant les deux conditions : 


i Pour tout ye F,@(., y): x + œfx, y} appartient à E*; 
äi) Pourtout xeE, p{x,.): y + (x, y) appartient à F*. 


ExEmPLe. — Le crochet de dualité € Dgitxt, x} > xY{x), rencontré au L.9.3.7 est une forme 
bilinéaire sur E* x E. 


Par simple application de [.9.1.{, nous pouvons énoncer : 


PROPOSITION I. — L'ensemble des formes bilinéaires sur £ x F est un sous- 
espace du K-espace vectoriel K£*F; on le note Z,(E, F}. 


Terminons cette introduction par une proposition dont la démonstration 
est immédiate : 


PROPOSITION II. — Soit p € P,(E, F). Pour tous sous-espaces vectoriels E’ de 
E et F' de F, la restriction de @ à E’ x F' est une forme bilinéaire sur E’ x F. 


2° Applications linéaires associées à une forme bilinéaire. — Soit 
ge ZE F\ 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Les applications : 


d,: F = E* y Hop. y) et g:E — F* x += (x, .) 
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sont linéaires; elles sont respectivement appelées application linéaire associée à 
droite à w et application linéaire associée à gauche à o. 

Les applications @ ++ d, et & + g, de ?,(E,F) dans #(F, E*) et 
Æ(E, F*) respectivement sont des isomorphismes d'espaces vectoriels. 


Déjà démontré, dans un contexte plus général au I.9.1.1, 2°. 0 
La définition précédente entraîne la relation fondamentale : 


VOMNEE x Fey) = px): = Gex} yor (1) 
PROPOSITION. — Les notations étant celles de la définition précédente, et V£ (resp. VF) désignant 
l'injection canonique de E (resp. F) dans son bidual, on a : 
de = We VE et d, = (Ge Vr @) 
En utilisant la définition de ‘(d,) : E** — F*, pour tout(x,yjeE x F,ona: 
Oh 2e = Cet} des = (de) ° VC) PR 


et, d'après (1) : 
dl} P9r = (de) © YEUX) 97. 


C'est la première relation (2). En outre d, et g, jouent des rôles symétriques. 


3° Rang. — THÉORÈMEET DÉFINITION. — Si lune des applications linéaires 4, 
ou g associées à une forme bilinéaire @ € Z,(E, F) est de rang fini r, l'autre est 
aussi de rang fini r, et on dit que est de rang fini r. 


En première lecture, on pourra se limiter au cas où E et F sont tous deux de 
dimension finie; on trouvera au L.1.1, 6° (qui peut être étudié d'ores et déjà) une 
démonstration matritielle du théorème et on constatera que, dans ce cas, toute 
pe ,(E, F) est de rang fini. 


Dans le cas général, le théorème résulte des égalités (2) et du lemme qui suit, compte tenu de ce 
que la composée d’une application linéaire de rang fini p et d’une application linéaire quelconque est 
de rang fini p" < p (ainsi que cela résulte de la démonstration de la proposition du E9.2.4, 3°). 


LEMME. — Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et u € Z(E, F), de rang fini. Alors ‘4 est de 
rang fini, et rg (2) < rg u. 


Utilisons les notations et les résultats du 19.3.5,3° Nous constatons aisément : 
Im (u) = (Ker u}L. Or (Ker u}l est isomorphe à (E/Ker u}* qui — d’après E/Ker u 3 Im u — estici 
de dimension finie, égale à rg u. O 


REMARQUE. — Le lemme, ct donc le théorème, ont êté obtenus sans recours au théorème de Zorn; 
si on accepte ce dernier, on peut montrer Em (fu) = (Ker u}L et renforcer le lemme sous la forme : 
ue S(E, F) est de rang fini si, et seulement si ‘u est de rang fini, et alors rg (u) = rgu. 


4° Orthogonalité. — Soit y € ©, (E, F). Posons : 


DÉFINITION I. — On dit que xe E et ye F sont @-orthogonaux, et on note 
x L y, si, et seulement si @{x, y) = 0. 
LA 


Dans le cas où la forme bilinéaire @ est un crochet de dualité, l’orthogonalité 
a déjà été étudiée au L.9.3.1. Nous allons étendre les résultats obtenus à cette 
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occasion. Notons d’ailleurs que, d’après (1), pour tout (x,y}eE x F, les 
assertions suivantes sont équivalentes : 


h xLy; ïü) d,(y) L x; ii) gx) À y. 
e CE & de 


En général, il n’y à pas d’ambiguïté sur la forme @, ce qui permet d’omettre 
y dans le vocable w-orthogonaux et dans la notation x L y. 
LA 


e Le lecteur vérifiera sans difficulté : 


THÉORÈME ET DÉFINITION II. — Pour toute partie À € E, l’ensemble 
At={yerFlVxeA ox, y) = 0} 


est un sous-espace vectoriel de F, appelé sous-espace orthogonal de À. 
Pour toute partie B © F, l'ensemble : 


Bt ={xeEl|VyeB œ(x y) = 0} 


est un sous-espace vectoriel de E, appelé sous-espace orthogonal de B. 


REMARQUE. — Quelques précautions sont à prendre avec ce vocabulaire et ces notations lorsque 
E = F. Soient par exemple E — F — K2; (e,, e,) désignant la base canonique de K?, on constate 
aisément que : 

Pi Ge + ben Dies + N162) ++ Ein2 

est une forme bilinéaire sur K? x K?. 

Ona:e,i(e, +e,), mais on n’a pas (e, + e,) Le. Si, dans la définition IE, on adopte 
A = Ke, on obtient 4! = K?, mais si on adopte B = Ke, on obtient B = Ke,. 

Nous verrons qu'il n’y a pas d’ambiguïté lorsque, E étant égal à F, la forme @ est soit symétrique, 
soit antisymétrique (seuls cas que nous envisagerons dans la pratique}; à ce sujet, le lecteur pourra 
étudier l'exercice 1.8. 


THÉORÈME ET DÉFINITION III. — Pour tout couple (4, B) de parties À © E et 
BC F, les deux assertions suivantes sont équivalentes : 
) AcB!; il) Be At. 


Lorsqu'’elles sont vérifiées, on dit que les parties À et B sont orthogonales et on écrit 
A1iB. 


Chacune des assertions se lit en effet : 
Pour tout (x, y)e À x B, x et y sont orthogonaux. 


e Propriétés de l'orthogonalité. — On vérifie aisément (le signe + dési- 
gnant l’addition des parties) : 


a) Pour tout couple (C1, C:) de parties de E (resp. F) : 


CicC;,= ect (QG uC) =Cinct; 
CLiCie(CinC;):  ChnCie(C, + Ch 
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(dans cette dernière inclusion, il y a égalité si0 e C, à C;, et, en particulier, si C; 
et C, sont des sous-espaces). 


b} Pour toute partie C de E (resp. F) : 
C+ = (Vect (C))'; € =(C5 (que lon note C1). 
c) Pour tout sous-espace H de E (resp. F) : 
Hi = (Hit et H+ © (H1) (cf. a) et b)) 
et donc H* = Htt{ ou H++ désigne ((H*)*)*. 
d (Got = F; ({04)t = E. 


5° Non dégénérescence. — Soit o € Z,(E, F). Remarquons qu'avec les 
notations du 2° : 


Ker d, = Et et Ker g, = F1 
ce qui entraîne : 
Im d, 5 F/E* et Img, S E/F+ (3) 
D'après l'étude du rang, les espaces vectoriels F/E! et E/F{ sont ainsi, soit tous 


deux de dimension infinie, soit de dimension finie commune. 
Posons : 


DÉFINITION I. — Le noyau Et de d, et le noyau F! de g, sont respectivement 
appelés noyau à droite et noyau à gauche de o. 


DÉFINITION IT. — On dit que y est non dégénérée si, et seulement si d, et 9, 
sont des applications injectives, ce qui s'écrit : 


Et = {0,} et Ft = {0,}. 
Dans le cas contraire, on dit que œ est dégénérée. 


REMARQUE. — Bien que d, et g, Soient de même rang, l’une d’elles peut être injective sans que 
l'autre le soit. 


Voici une importante propriété des formes bilinéaires non dégénérées. 


THÉORÈME. — Soient @ une forme bilinéaire non dégénérée sur E x Fet H un 
sous-espace de E. Pour que H soit de dimension finie, il faut et il suffit que le sous- 
espace H* de F soit de codimension finie, et on a alors : 


(4) codim,;H!= dim H et Hit = H. (5) 


En considérant la restriction w’ de @ à H x F, qui est une forme bilinéaire 
sur H x F (proposition II du 1°), et en utilisant la non dégénérescence de w, on 
constate que le wp'-orthogonal de F est {04}; les espaces vectoriels F/H+ et 
H/{0,}, qui n'est autre que H, sont ainsi soit tous deux de dimension infinie, soit 
de dimension finie commune, ce qui se traduit alors par (4). 

Dans ce dernier cas, on peut même appliquer (4) à H!1 dont l'orthogonal 
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Hiti = Htest de codimension finie; on obtient ainsi : 


dim H++ = codim; H! = dim H. 


Compte tenu de H © Hti, il en résulte (5). 


REMARQUES. — a) Les formules (4) et (5) valent, en particulier, lorsque E et F sont de dimension 
finie, et @ est non dégénérée. 


b) Le raisonnement précédent permet de montrer que, pour toute ® € ,(E, F), l'orthogonal 
H1 d'un sous-espace H de dimension finie de E est un sous-espace de codimension finie de F, et que 
codimF H+ < dim H. 


CoroOLLAIRE. — Soient @ une forme bilinéaire non dégénérée sur E x F,H,et 
H, deux sous-espaces de dimensions finies de E. Alors : 
H!t + Hi =(H; NnH,). (6) 


— Sans qu’intervienne l'hypothèse de dimensions finies de H, et H,, nous 
avons (cf, 4°) 


Hi Q Hi = (4, + H,)t (?) 
et 
Hit on Hit = (Hi + Hit. 


Posons G = Hi + H}. Compte tenu de (5), la dernière égalité s'écrit : 
G=H; NH, 
— H,; et H, étant de dimensions finies: 
dim (4H, NH.) = dim H, + dim H, — dim(H, + H;). 
— Hf et Hi étant de codimensions finies : 
codim,;G = codim, Hi + codim, Hi — codim,(Hi n Hi). 


Compte tenu de (5) et (7), on en déduit : 


codim;G = dim(H, n H,} = codim,(H, n H,}! = codim, G+ 


Comme G € G, il en résulte G = Gi+. 


6° Cas où dim E = p et dim F = n, (p > 0,n > 0). — Dans ce cas : 
dim Z(F, E*) = (dim F)(dim E*) = (dim F)(dim E). 
Compte tenu de : (F, E*) 3 #,(E, F), il vient : 
dim #,(E, F) = (dim E)(dim F) 


e Représentation matricielle de pe Z,(E, F). — Munissons E et F des 
bases :e= (e,,...,e,)etf = (f,, ..., f,). Avecla notation habituelle, à savoir : 


p Ê 
A > Ee;, M D Nr 
j=1 


i=i 
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il vient, en utilisant successivement la linéarité à gauche et la linéarité à droite 
de o: 
LA P # 
(x, y) = ÿ Éxple:, y) = > (e 'h ®;n; hp 
ii é=1 j=1 
où &,; désigne @(e;, fi). 
En introduisant les matrices : 
: LE 
Oii © in êi : 
Q = : è : |, X = A Y = 
pi © Opn En : 
Na 
qui appartiennent respectivement à .#x(p, n}, .#,(P, 1), #k{n, 1) on obtient : 


on; 
et 'XQY = Eo(x, »)]. 


el 
A 
Il 
As Ts 


|] 
gs 
a 
= 


En d’autres termes : (x, y) est l'unique élément de la (1, 1) matrice 'XQY. Cette 
étude permet de poser : 


DÉFINITION. — On appelle matrice représentative de la forme bilinéaire 
pe ,(E, F) dans les bases e de E et f de F, et on note Mat (p; e, f) la matrice 
Q = [o;;l e.#,(p, n) déterminée par : 


VEDeEN, x N, uw; = q(e; f). 
On a ainsi : 
VGYEE x FF (x, y) = 'XQY (8) 


où X (resp. Ÿ) est la matrice-colonne des coordonnées de x (resp. y} dans la base e 
(resp. f). 


(On convient de désigner par le même symbole une (1,1) matrice et son 
unique élément, qui est aussi son déterminant.) 
Une (1,1} matrice étant égale à sa transposée, on a aussi : 


VGveE x F (x, y) = ‘FOX. 


ProOPOsiITION I. — Les bases e et f des K-espaces vectoriels E et F étant 
choisies, l'application ® + Mat (4; e, f) est un isomorphisme d'espaces vectoriels 
de Z,(E, F) sur .#,{(p, n}. 


La linéarité de l'application est évidente. Sa bijectivité résulte de ce que, à 
toute matrice Q € .#,(p, n) on peut associer une, et une seule forme bilinéaire 
pe ?,(E, F) telle que Mat (p; e, f) = Q : c'est l'application de E x F dans K 
qui est déterminée par (8). 
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REMARQUES. — a) Alors que # € S(E, F) est représentée par des (n, p}) matrices, w € Æ,(E, F) 
est représentée par des (p, #) matrices. 
b) La proposition E permet de retrouver : dim Z,(E, F} = (dim E)(dim F). 
CoRoOLLAIRE I. — Si Q et ( sont des (p, n) matrices sur K telles que : 
VX, Ne Hip, 1) x Han, 1)  'XAY = 'XOY 
alors Q = Q. 


Vérification immédiate. 


e PROPOSITION II. — Pour tout couple (e, f) de bases de E et F, dont les bases 
duales sont notées e* et F*, et pour toute forme bilinéaire @ € Z,(E, F) : 


Mat (9; e, f) = Mat (d,; f, e*) = ‘(Mat (g,: e, f*)) (9) 
— Posons : 
Mat (de; e, f*) = Co]. Gien, x Ne 
D'après 1.9.4.1, 4°, pour tout (,ÿeN, x N,ona: 
= GP gere = Cafe) fDr 


et, d’après (1) : à; = œ(e;, f). Ainsi : Mat (g,; e, Ê*) = ‘02 
— On montre de la même façon : Mat (d,: f, e*) = Q. OI 


On sait qu’en dimensions finies toute application linéaire admet un rang fini, 
égal au rang de l’une quelconque des matrices qui la représentent, et aussi au rang 
de la transposée d'une telle matrice. Il résulte donc de (9) que d, et g, ont un rang 
commun, égal au rang de Mat (p; e, f). D’où, en utilisant la définition du rang 
d'une forme bilinéaire donnée au 3°: 


CoRoOLLAIREIL — Si E et F sont des K-espaces vectoriels de dimensions finies, 
toute forme bilinéaire sur E x F admet un rang fini, égal à celui de l’une 
quelconque des matrices qui la représentent. 


REMARQUES. — a) De (9} on déduit : Mat (g,; e, f*) = Mat (‘(d,); e**, F#). A condition 
d'identifier E et E** (resp. F et F**) on a donc : 
g, = '(d) Eresp. d, = "(g,)]l 


ce qui résulte d'ailleurs de (2) puisque W£ et W- sont ici des isomorphismes. 


b} Le corollaire IE implique que le rang de Mat (y; e, f} ne dépend pas du choix des bases. 
L'étude qui suit permet de retrouver cette indépendance. 


e Changement de bases. — Soient eet e’ des bases de E, fet f’ des bases de F. 
On note P = Péet Q = Pi les matrices de passage. Pour toute forme bilinéaire 
pe Ÿ,(E, F), ils ’agit de comparer : 


Q = Mat (p;e,f) et Q = Mat(p;e’, f). 
Compte tenu de X = PX'et Y = QY’, ce qui entraîne ‘X = 'X"P, de (8) on 


8 FORMES BILINÉAIRES SYMÉTRIQUES ET QUADRATIQUES 1.12 
déduit que, pour tout (x, y}eE x F,ona: 
px, y) = ‘X"PAQ7" et px, y} = 'X'O 7. 


D'après le corollaire I, il en résulte : 


a ='PnQ 


égalité qui peut d’ailleurs se déduire de (9) et du changement de bases pour la 
représentation d’une application linéaire. 


e Forme bilinéaire non dégénérée. — PROPOSITION III. — En dimension finie, 
pour toute p € Z,(E, F) les assertions suivantes sont équivalentes : 


i) la forme bilinéaire @ est non dégénérée; 
ï) l’une des applications linéaires associées à est bijective; 
iii) (dim E = dim F) A (rang p = dim E). 


La démonstration est laissée au lecteur. 


e Matrice canonique de 6€ #,(E, F). — On sait que, p, n et r désignant respectivement 
dim E, dim F et rg d, (qui est de rang de @), il existe un choix de bases e* de E* et f de F tel que 


Mat (d, : f, e*) s'écrive : 
j [ 1 On | 
PnrT 
Oprrr Op-nnnr 


Désignant par e la base de E qui admet e* pour duale (19.3.6, 3°), nous avons : 


Mat(pie DJ, 


1.1.2. Formes bilinéaires sur E 


Soit E un K-espace vectoriel. 

Toute forme bilinéaire sur E x E est dite forme bilinéaire sur E; on note 
P,(E) pour Ÿ,(E,E) et, en dimension finie Mat{p;e) pour Mat {(p; e, e}. 

Traitons quelques compléments à l'étude du I.1.1, qui s'applique intégralement, 
en faisant F = E. 


1° Changement de bases, matrices congruentes. — Nous supposons ici 
dim E = n > 0. Soient e et e’ deux bases de E, posons P = P£. 
D’après 1.11, 6°, pour toute forme bilinéaire  e ,(E) les matrices : 


Q = Mat(p; e) et Q' = Mat (p; e’) 


sont liées par Q’ = 'P Q P [toutes les matrices qui interviennent dans cette 
égalité appartenant à #,x(n)]. 
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THÉORÈME. — Dans .#,(n), la relation binaire « À Z B » définie par « il 
existe une matrice P € GL,(n) telle que B = ‘P À P » est une relation d’équivalen- 
ce, qui est dite congruence des matrices carrées d'ordre n sur K. 


On peut soit faire une démonstration directe, soit remarquer que deux 
matrices À et B de .#,(n) vérifient À # B si, et seulement si, toute forme bilinéaire 
sur K” représentée par À est susceptible d'être représentée par B moyennant un 
changement de bases de K". 


2° Déterminants de Gram; discriminants. — Soit p e Z,(E). 


DérFiniTioN L. — Pour toute famille x = (x, ..., x,,) de vecteurs de E, la 
matrice carrée : 


Cote X)linen ERA 


est dite @-matrice de Gram de x; son déterminant est dit p-déterminant de Gram 
de x, et noté Gram, (x). 


Proposirion I. — Si le système x est lié, alors Gram, (x) = 0. 


Par hypothèse, il existe (1.9.2.1, 1°} k e N,, tel que x, soit une combinaison 
linéaire des autres vecteurs de x. Le k-ième vecteur-colonne de la matrice de 
Gram de x est ainsi une combinaison linéaire des autres vecteurs-colonnes. 

Reprenons l'hypothèse dim E = n > 0. 


DÉFINITION IT. — Pour toute base e de E, on appelle discriminant de o dans la 
base e et on note À, (e} le déterminant de Mat (9; e); en d'autres termes : 


As{e) = Gram, (e) 
La formule de changement de bases © = ‘POP donne : 
A,(e) = (det P°)?.A,(e) (1) 


Comme P£ est inversible, son déterminant est non nul, et donc : le discriminant 
d'une forme bilinéaire dépend du choix de la base, mais sa nullité éventuelle (et son 
signe lorsque K = KR) n'en dépendent pas. 


L 
PRoPOsITION IL. — Pour que @ soit non dégénérée, il faut et il suffit qu’il existe 
une base e de E telle que À,(e) # O. 


E étant de dimension finie, @ est non dégénérée si, et seulement si son rang — 
qui est celui de la matrice qui représente @ dans une base quelconque — est égal à 
dim E, On termine le raisonnement en utilisant (1). 


PROPOSITION III. — Pour toute base e de E et pour tout système x de n vecteurs 
de E (n = dim E), on a: 


Gram, (x) = (det, (x)}. A, (e) (2) 


Si x est une base deE, (2) n’est autre que (1). Dans le cas contraire, x est un 
système lié; on a Gram, (x) = O et det, (x) = 0; (2) est encore vrai. 0 
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CoROLLAIRE I. — Lorsque la forme est non dégénérée, un système x de nr 
vecteurs de E (n = dim E), est libre si, et seulement si son p-déterminant de Gram 
est non nul. 


Soit e une base de E. Reprenons (2). 
Compte tenu de À,(e) Æ 0, det, (x) # 0 équivaut à Gram, (x) # 0. 


Nous trouverons une extension du corollaire I au 2.1.1, 2°. 


CoROLLAIRE II. — Pour tout endomorphisme u de E et tout système x de n 
vecteurs de E (n = dim E), on a : 


Gram, (4(x)) = (det u)°.Gram, (x). 6) 


Soit e une base de E. Désignons par à et ô’ les déterminants des systèmes x et 
u(x) dans cette base. Il vient : 


Gram, (x) = 6° A,(e) et Gram, (u(x)) = 8? À, (e) 


Or, d'après la définition du déterminant d’un endomorphisme : à’ = (det w).6. 


1.1.3. Formes bilinéaires symétriques, antisymétriques 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie. 


1° Reprenons, dans un cas particulier, une définition donnée au L.10.1.2. 


DÉFINITION. — On dit que w € ,(E) est une forme bilinéaire symétrique 
(resp. antisymétrique) si, et seulement si : 


VO reE? px » = p(y,» 
Cresp. V(x De E? (x y) = — (y, x] (1) 


K n'étant pas de caractéristique 2, on sait (1.10.1.2, 2°) que : 


? est antisymétrique si et seulement si : VxeE  œ(x, x) = 0. 


EXEMPLE. — Soit 7 un ensemble quelconque. L'application : 


KO X KO + K° (Gdies Men À En 


est visiblement une forme bilinéaire symétrique. On l'appelle forme bilinéaire canonique sur K(). Un 
cas particulier important est celui de K() = K”. 


PROPOSITION. — Les ensembles respectivement constitués par les formes 
bilinéaires symétriques et par les formes bilinéaires antisymétriques sur E sont des 
sous-espaces supplémentaires du K-espace vectoriel Z,(E); on les note ,(E) et 
4 ,(E). 


— Ils’agit de parties d'un K-espace vectoriel non vides (puisque contenant 
l'élément nul} et stables, donc de sous-espaces. 
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— Pour tout pe #,(E), l'équation à l’inconnue (o, à) : 
(= 5 + a) A (ce #,(E)) À («ae #,(E)) 


ne peut admettre pour solution que le couple : 


1 1 
[a DES 3 Ex, y) + pr, x), CG n 5 (ex, ») — p(r, »| 


@ 


1 
où 3 désigne l'inverse de l'élément non nul 14 + 14 de K (qui n’est pas d 


caractéristique 2). 


Or ce couple convient visiblement. 


PROPOSITION II. — Soit p € Z,(E). Les applications linéaires associées à @, 
qui appartiennent à (E, E*), sont confondues (resp. opposées) si, et seulement si 
est symétrique (resp. antisymétrique). 


Démonstration facile, laissée au lecteur. 


2° Orthogonalité; noyau; non dégénérescence. — Soit @ une forme 
bilinéaire symétrique (resp. antisymétrique) sur E. Ici : 


VOMNeEE (px y = 0) + (p(y, x) = 0). 
Compte tenu des définitions et des résultats du 1.1.1, il en résulte : 


— La w-orthogonalité est une relation symétrique; à toute partie A © E on 
peut associer (sans ambiguïté) le sous-espace orthogonal : 


At= {yeËlvreA (x y) = 0}. 
— Les noyaux à droite et à gauche de @ sont confondus et s’écrivent : 
Et ={yeElvrxeE o(x » = 0} 


On dit que E! est le noyau de ®, qui est non dégénérée si, et seulement si ce noyau est 


{0}. 
— Pour tout sous-espace H de E de dimension finie, H+ est de codimension 
finie et : 


Codim, H! < dim H. 


— Pour tous sous-espaces H, et H, de E: Hi nn H3 =(H; + H):. 


e Si y est non dégénérée, on a, en outre, les deux propriétés suivantes : 


— Pour qu'un sous-espace H de E soit de dimension finie, il faut et il suffit que 
H* soit de codimension finie et alors : 


codim, H! = dim H et Hit = H. 
— Pour tous sous-espaces de dimensions finies H, et H, de E: 


Hi +Hi=(H; NH). 
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REMARQUES. — a) Si E cst de dimension finie, tous les sous-espaces de E sont de dimensions 
finies ; en particulier, pour tout sous-espace H de E : 
dim H + dim H1 > dim E, avec égalité si @ est non dégénérée. 
b} Même si est non dégénérée, on n’a pas nécessairement E = H @ HL. C'est ainsi que, si : 
ER ;@ (68) in) + bin — bn: H = {Gr &)lés 8} 


ona:@e#,(£), non dégénérée, mais H1 = H 


3° Cas de dim E = n > 0. — Proposition. — Soient E un K-espace vectoriel 
de dimension finie n > 0, et e une base arbitrairement choisie de E. Pour toute 
p € ,(E) les assertions suivantes sont équivalentes : 


Ï} @ est symétrique (resp. antisymétrique) ; 
ii) Q = Mat (; e) est symétrique (resp. antisymétrique). 
En utilisant (x, y} = ‘XQYet p{y, x) = ‘X'QY on constate que l’assertion 
i} est équivalente à : 
V(x, y) e E? 'XQY = 'XQY [resp. 'XQY = 'X(— 'O)Y] 


et donc, d’après le corollaire I du 1.1.1, 6° à : 


Q='Q [resp. Q = — 'Q] D 


CoROLLAIRE. — Si dim E = nr > 0, les K-espaces vectoriels 4,(E) et ,(E) 
sont respectivement isomorphes aux X-espaces vectoriels ,(n) et #,{n}, 
(notation du L9.4.5, 2°) et donc respectivement de dimension n(n + 1)/2 et 
n(n — 1)/2. 


S,(E) et æ,(E) sont en effet les images réciproques de ,(n) et # k(n) par 
l'isomorphisme @g + Mat (w; e) de #,(E) sur .#,(n), qui est déterminé par le 
choix d’une base e de E. 


4° Éléments isotropes. — Soient E un K-espace vectoriel et @ une forme 
bilinéaire symétrique sur E. Par orthogonal on entend @-orthogonal (si c'était 
nécessaire, on préciserait cependant œ-isotrope.. dans les définitions que nous 
allons maintenant poser). 


DériNITION IL. — Un vecteur x € E est dit isotrope si, et seulement s’il est 
orthogonal à lui-même, ce qui s'écrit @(x, x) = 0. 

L'ensemble {x € Elp(x, x) = 0}, qui est un cône au sens de 7.3.4 est dit 
cône isotrope de E. 

La forme 9 est dite définie si, et seulement si O est le seul vecteur isotrope. 


REMARQUES. — a) Il est inutile d'étendre cette définition et celles qui suivent à @ € .&,(E) :en 
effet tout vecteur serait alors isotrope ! 

b) La somme de deux vecteurs isotropes est isotrope si et seulement si les deux vecteurs sont 
orthogonaux. 

Résulte de : @{x + y, x + y) = (x, x) + p(y, y) + 2p{x, y) 

c) La forme est nulle si et seulement si tout vecteur de E est isotrope. 

La condition est visiblement nécessaire. En utilisant b} on montre qu'elle est suffisante, [ 
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DÉFINITION IT. — Un sous-espace vectoriel H de E est dit isotrope si, et 
seulement s’il vérifie l’une des assertions suivantes (dont le lecteur vérifiera 
l'équivalence) : 

ÿ HnH!t%# {0}; 

ii) Il existe un vecteur non nul de Æ orthogonal à H; 

ii) La restriction de ç à H x H est dégénérée. 


On notera que le sous-espace {0} n’est pas isotrope. 


DériNITION IL — Un sous-espace vectoriel H de E est dit totalement isotrope 
si, et seulement s’il vérifie l’une des assertions suivantes (dont le vecteur vérifiera 
l’équivalence) : 

ÿ HcHt; 

üi) Tout vecteur de H est orthogonal à H; 

iü) La restriction de @ à H x H est nulle, 

On notera qu’un sous-espace totalement isotrope est soit nul, soit isotrope. 

e Voici quelques conséquences des trois définitions qui précèdent : 

a) Pour tout x € E\{0}, les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) x est isotrope; ii} Kx est isotrope; iü} Kx est totalement isotrope. 

b) Tout vecteur du no pau est isotrope (orthogonal à tout vecteur de E,ilest, 
orthogonal à lui-même). 


c} Si v est définie, alors @ est non dégénérée (si 0 est le seul vecteur isotrope, 
alors Q est le seul vecteur du noyau). 


Les réciproques de ces deux propriétés b}et c)sont fausses, ainsi que le montre lecontre-exemple 
suivant : 


E=K? ps é2) (Mi 02) = bia + Eine 


Ici est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, mais non définie :les vecteurs non nuls (1, O} 
et (0, 1) sont isotropes, mais ils n’appartiennent pas au noyau. 


d) Si @ est définie, alors, pour tout sous-espace H de E, la restriction de ç à 
H x H est définie, et donc non dégénérée (mais dans le cas d’une forme @ non 
dégénérée il peut exister des restrictions dégénérées). 

e} L'orthogonal d’un sous-espace isotrope de E est lui-même isotrope. 

Compte tenu de H © H!4, H n H*Z {0} implique Hit à H! # {00 

À) Siv est non dégénérée, alors pour tout sous-espace H de E,E = H @ Ht 
implique HH = H, 

Soit xe Htt, On peut écrire : 


x=x + x" avec x'eH et x"eHt 


Compte tenu de H = H!{1, on en déduit x” e H! n Hit; x" est orthogonal à 
tout élément de FH, à tout élément de H!, et donc à tout élément de E; comme @ 
est non dégénérée, cela exige x” = 0; ainsi x = x’. Il en résulte H!t c H. 
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e Proposirion. — Pour qu'un sous-espace de dimension finie H de E soit non 
isotrope, il faut et il suffit que E = H @ H!, ce que l’on exprime en disant que H 
admet un supplémentaire orthogonal. 


La condition est évidemment suffisante. Inversement supposons que H n'est 
pas isotrope. La restriction o' de o à H x H est non dégénérée; d,, est bijective ; 
pour tout y e E, il existe un et un seul y, € H tel que : 


VxeH (x, y} = px, Yo) 
ce qui s'écrit : 
VxeH (x, y — yo) = 0, 
ou encore : 
Y — YoEeH* 


Il en résulte : 


E=H@Ht 


Le lecteur notera que H est non isotrope si et seulement si la restriction de @ à H x H est non 
dégénérée. 
De cette proposition et des propriétés e) et f) résulte immédiatement : 


COROLLAIRE. — Si @ est non dégénérée, alors pour tout sous-espace de 
dimension finie, H, de E, les assertions suivantes sont équivalentes : 

ï H est non isotrope ; üi} H+ est non isotrope; äii) £ = H @ H1. 

REMARQUE. — La proposition ne s'étend pas au cas où H est de dimension infinie. Soit 1 un 


ensemble infini et E = KÜ), muni de la forme bilinéaire canonique. Donnons-nous un élément 
a = {u)e, de K!\{0}; l'ensemble H des éléments x = (Ë);., de K4) tels que D œË; = 0 est un 
£ 


hyperplan (noyau d’une forme linéaire non nulle). Supposons qu'il existe un élément non nul 

b = (Be, de H2: (Kb) est l'hyperplan de K() d’équation à BE, = 0, et, en outre, H © (Kb}!, ce 
& 

qui exige H = (Kb). En utilisant l'étude des équations d’un hyperplan, on en déduit b € Ka\{0},ce 


quiexige a € KÜ!, A partir de là on montre aisément que H est Ka si a € KÜN\{0}, et {O0} sia € KAKU), 
Dans le dernier cas on a H n Hi = {0} et H @ Hi =H. 


5° Farmnilles orthogonales; familles orthonormales. — Soit @ une forme 
bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel E de dimension finie ou infinie. 


DÉFINITION I. — Une famille (x;).., de vecteurs de E est dite : 
— G-orthogonale si, et seulement si : 


vG, j) er? GE £j) = (p(x;, x} = 0); () 
— p-orthonormale si, et seulement si : 


Vi jer? px; x) = à; (symbole de Kronecker). (8) 


Une famille orthonormale est ainsi une famille orthogonale dont tout 
vecteur x; vérifie @(x; x;) = 1 (ce qui implique que x; n’est pas isotrope). 
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PROPOSITION I. — Toute famille orthogonale de vecteurs de E dont aucun n’est 
isotrope (et, en particulier, toute famille orthonormale) est libre. 


Soit (x;}., une famille de vecteurs de E vérifiant (7}. Pour toute famille presque 
nulle (a;)., d'éléments de K, l'égalité Ya,x; = 0 implique : 


ief 


viel ® (; GX, x) = 0, 


1et 
et donc, compte tenu de (7) : 


Viel ap(x; x) = 0 


et encore, si en outre aucun des x; n'est isotrope : Vjel «à; = 0. 


DÉFINITION IT. — On dit que E est somme directe orthogonale de la famille 
(Eh: «1 <n de Sous-espaces de E, et on écrit : 


® be io 


1<igm 
si, et seulement si E est la somme directe des E; et si E; L E; pour i # j. 


e En supposant maintenant dim E = n > 0, nous avons : 


Proposirion II. — Une base e de E est orthogonale (resp. orthonormale) 
si, et seulement si Mat (4 ; e) est diagonale (resp. égale à la matrice unité d'ordre n). 


Résulte de la définition I et de : Mat (pe) = [y(e, e)]. 
Retenons que si e est orthogonale (resp. orthonormale), alors : 


VAYDEE ex» = ÿ Emiples e) (resp. È ni). 


=t 


1.1.4. Formes quadratiques 


Rappelons que K désigne un corps commutatif de caractéristique autre 
que 2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie. 


1° Notion de forme quadratique. — Étudions l'application q qui, à toute 
forme bilinéaire @ sur E, associe l'application ® : x + o(x, x) de E dans K. 

Pour w et donc ® = g(w) donnés, le lecteur établira aisément les « identi- 
tés », ou égalités valables pour tous a e K et (x, y}e E? : 


Dax) = a D(x} @) 
Dex + y) = D(x) + P(y) + Ex, ») + p(y, x) @) 
Dix — y) = D(x) + Pr) — px, y) — (y, x) 6) 


Dex + y) — Dix — y) = 2(p(x, y) + pp, x). (4) 
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THÉORÈME ET DÉFINITION I. — L'application qg est un morphisme de 
K-espaces vectoriels de Z,(E) dans KE, dont le noyau est «7, (E). Son image est un 
sous-espace de KF, noté 2(E), dont les éléments sont appelés formes quadratiques 
sur E. 


La linéarité est évidente. Ker g est l'ensemble des formes bilinéaires 
alternées sur E, et donc #,(Ë) puisque K n'est pas de caractéristique 2. 


THÉORÈME ET DÉFINITION I. — La restriction de g au sous-espace 5,(E) des 
formes bilinéaires symétriques sur Æ induit un isomorphisme de ,(E) sur 2(E). 
L'image réciproque d’une forme quadratique D € 2(E) par cet isomorphisme est 
appelée forme polaire de ®. 


Résulte de : Ker g = #,(E) et S,(E) = (8) © #(E). 

Compte tenu de (2) et de (4), nous pouvons résumer cette étude par 
l'énoncé : 

Une forme quadratique sur E est une application ® € KE telle qu'il existe 
Ve ,(E) vérifiant : VXEeE (x) = ÿ{x, x). 

Parmi les formes 1} vérifiant cette condition, il en existe une, et une seule, @, 
qui soit symétrique ; elle est dite forme polaire de ® ; elle s'obtient, à partir de ®, 
grâce à l’une ou l’autre des identités de polarisation : 


2@{x, }) = D(x + y) — D(x) — D(y): (5) 
4x, y) = Dé + y) — Dx — p). (6) 


ExeMPLe. — Soit u une forme linéaire sur E. Le lecteur vérifiera que : 
p:EXE + K (x.y) t+-+u(x}.u(y) (produit dans K) 
est une forme bilinéaire symétrique, et donc la forme polaire d'une forme quadratique qui sera notée 
D = uw. 
Plus généralement, siu,, ..., #,, sont des formes linéaires sur E et À, ..., À, deséléments de K, 
®= } Au? est une forme quadratique sur E. 
Notons que si u et » sont des formes linéaires sur Æ, alors 1 : (x, y) + u(x}u(y) est une forme 


bilinéaire non symétrique sur E et donc D : x + u(x}u(x}est une forme quadratique dont la forme 
polaire est non pas 4 mais y, telle que : 


1 
pÉs »} = 3 20) + a(p}x)]. 


L'isomorphisme de #,(E) sur 2(E) permet de considérer que toute notion 
attachée à une forme bilinéaire symétrique est également attachée à une forme 
quadratique (et réciproquement). C’est ainsi que, s'agissant d’une forme quadrati- 
que, on pourra parler de noyau, de non dégénerescence, d’orthogonalité, 
d'éléments isotropes, et, éventuellement, de rang, de matrices et de discriminant. 


Proposirion. — Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, la restriction à E’ 
d’une forme quadratique ® sur E est une forme quadratique sur E’, et la forme 
polaire de la restriction est la restriction à E’ x E’ de la forme polaire de ®. 


Vérification laissée au lecteur. 
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2° THÉORÈME DE CARACTÉRISATION. — Une application ® € K° est une forme 
quadratique sur E si, et seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes : 

) Vi, xek x E Dax) = x D(x). 

ii) L'application 0: EX E —K (x, y) + D(x + p) — P(x) — P(y) 
est une forme bilinéaire. 


— Si D est une forme quadratique, i), qui n’est autre que l’identité (1} est 
vérifiée ; ii) l’est aussi, puisque, d’après (5), on a 8 = 2, où æ est la forme polaire 


de ®. . 
— Sii}et il)sont vérifiées, @ = 5 8 est une forme bilinéaire symétrique et D 


est la forme quadratique de forme polaire ®. 


REMARQUES. — a) Une définition équivalente à celle du 1° consisterait à appeler forme 
quadratique sur E toute application ® € KE vérifiant i) et ii). Une telle définition aurait le mérite de 
s'étendre au cas d’un corps K de caractéristique 2. 


b) Dans ii), on peut remplacer 8 par 8° : (x, y} ++ ®(x + y} — D(x — y) 
3° Formes quadratiques et polynômes. — Xci dim E = n,(n > 0). 


PROPOSITION I. — Si dim E = n (n > 0), alors dim 2(E) = nn + 1)/2. 


Simple conséquence de l’isomorphisme de #,(E) sur 2(E). 


PROPOSITION II. — Le choix d’une base e = (e,,...,e,) de E détermine un 
isomorphisme de 2(E) sur l’espace vectoriel F, des polynômes 2-homogènes à n 
indéterminées sur K (1.6.7.8). 

— Soit de 2(E), de forme polaire @. Avec les notations habituelles : 


a 


x= ÿ be; = Y né p{es €) = @;; 
j=1 


i=1 


nous avons vu que, pour tout (x, y) € E? : 


(x, y} = y (e (S an) = 3. on; = 'XQY 
i=l j=1 Gen 


ce qui s'écrit, en groupant &,É;n; + @;Ë;n, pour i < j : 
a 


x, y) = D Gb + > CrCEUR + Emi. 


i=1 I<icien 


En particulier, pour tout xe E : 


# 


D(x) = Y oË? He Y ojéé, 
<icien 


ë=1 


Remarquons que l’on passe formellement de (x) à (x, y) par la rêgle du 
dédoublement : 


6? + En 266; usé En; + En: 
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— (x) apparait comme la valeur au point (61....,4,)e K" de Fe, 
défini par : 
Sox +2 À oXX; 
i=1 1<i<j<n 
En posant F = {(®) nous déterminons une application ! : 2{E) —+ V,,qui 
est visiblement linéaire. Il s’agit d’une bijection. En effet tout élément Ge V, 
s'écrit d’une, et une seule façon : 
a 
G= D ax?+ Y BA, 
isi 1<fTjen 
et admet un, et un seul antécédent par /, à savoir ® e 2(E) tel que : 
De) = Ni 1<i<n; 


pe; e) 5 1<i<j<n. 


REMARQUES. — a) La théorie des polynômes fournit diverses expressions de F, qui fournissent 
autant d'expressions de ®({x). C'est ainsi que le théorème d’Euler conduit à : 


1 êF 
Dh) = - ES RES 
W=; 2 Ex DA [Cr En) 
et, par la règle du dédoublement 
le [EE êF 
sy; Em rene) RAA sn 


La formule de Taylor à l'ordre 2 (qui s'applique puisque K n’est pas de caractéristique 2} donne : 


& : BE, ee @ LC 
x} = — 1 (0, ..., 
| 2 ie 27 | 


*b) Lorsque K = R, l'étude s'étend au cas où E est un espace vectoriel normé de dimension 
infinie. La forme quadratique ® de forme polaire 9 € #,(E}, supposée continue, est alorsle polynôme 
2-homogène associé à æ, au sens de III.8.2.6, 1°. 

& est de classe C°® et, pour x € E donné on a : 


dx) : h + 2p(x, h}; 
dx) = d'@(0); d"D(x) = O sim > 3. 


On en déduit l'identité : 
{ lé Ù dœ( 
LASER @)-y = 3 dPU)-x 
et, en particulier l'identité d’Euler : 
Î 
{x} = 5 d(x).x. 
La formule de Taylor fournit : 


1 
D(x) = 3 FVO.x., 
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1.2. CLASSIFICATION DES FORMES QUADRATIQUES 
1.2.1. Position du problème 


1° Formes quadratiquement isomorphes. — Soient E et F deux K-espaces 
vectoriels. 


ProprosiTion I. — Soit u € Z{E, F). Pour toute We ,(F) [resp. Y € 2(F)], 

l'application ÿ x u : E? — K (x, y) + Vu(x), u(y) 
[resp. Wou:E — K x > Yu(x)] 

appartient à S,(E) (resp. 2(E)]. 

L'application & + y % u (resp. Ÿ + W cu] est K-linéaire. 

Vérification immédiate. 

L'identité de polarisation montre que si \ est la forme polaire de W, alors 
Ÿ % u est la forme polaire de W cu. 

REMARQUES. — a) En dimensions finies, pour toutes bases e et f de E et F, si l’on pose 

© = Mat(ÿ:f,  Q= Mat(h %u;e), M = Mat (ue, f) 
alors on a : A -'MO M. 
Cela résulte de ce que, pour tout (x, y}e E? : 
IXAQY = (MX) O (MF) = 'XCM © MIT. 


b) En particulier, si u est un isomorphisme (ce qui exige dim E = dim F}, pour toute base e de E 
et pour tout be#,(F): 
Mat (ÿ x u;e) = Mat (ÿ; u(e)) 


(M est ici la matrice-unité d'ordre dim E). 
e) En faisant E = F,et en s’en tenant aux automorphismes de E, on vérifie que le groupe GL(E) 
opère à droite sur ,(E) [resp. 2(E)] par : 


Up) —> ox u [resp(u, D) + D cul. 


DÉFINITION. — On dit que 6e S,(E) et VeS,(F) (resp. D € 2(E) et 
Ye 2(F)] sont quadratiquement isomorphes si, et seulement s'il existe un 
isomorphisme u de E sur F tel que @ = Ÿ x u [resp.® = Y cu]. 


On constate qu’alors : ÿ = @ x u°! [resp. YŸ = D ou” !]. 


On vérifie sans difficulté : 


PROPOSITION II. — Deux formes quadratiques sont quadratiquement isomor- 
phes si, et seulement si leurs formes polaires le sont. 


Démontrons maintenant : 


PROPOSITION IIL — Si dim E = dim F = n > 0, les formes o € S,(E) et 
ve #,(F) Cresp. D e 2(E) et Ye 2(F)] sont quadratiquement isomorphes si, et 
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seulement s’il existe des bases e de E et f de F dans lesquelles les deux formes sont 
représentées par la même matrice. 


— La condition est nécessaire d’après la remarque b) du 1°. 

— Supposons la condition remplie. Il existe un isomorphisme u de E sur F 
défini par : VieN, u(e;) = f. On constate que @ et W # u (resp. D et Wou) 
coïncident, pour être représentées dans la base e par la même matrice. 


2° Proposition. — L’isomorphisme quadratique est une relation d’équivalen- 
ce entre formes bilinéaires symétriques [resp. formes quadratiques] sur un K- 
espace vectoriel donné. 


Vérification immédiate. 


DÉFINITION, — Classer les formes bilinéaires symétriques [resp. les formes 
quadratiques] sur un K-espace vectoriel donné, de dimension finie, c’est déterminer 
les classes d'équivalence pour l’isomorphisme quadratique. 


De la proposition II du 1° on déduit que la classification des formes 
bilinéaires symétriques et celle des formes quadratiques constituent un seul et 
même problème. Dans le cas général ce problème est difficile; nous nous 
bornerons à le résoudre dans les deux cas suivants : 

a) K = C, l'étude s'étendant à tout corps algébriquement clos; 

b) K = R, l'étude s'étendant à tout corps euclidien (corps ordonné dans 
lequel tout élément positif admet une racine carrée). 


REMARQUES. — 4) Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension finie commune. Si l'on 
connait la classification des formes quadratiques sur E, le 1° permet d'en déduire la classification des 
formes quadratiques sur F. On peut donc s limiter au cas de 4°,(K”} où de 2(K°). 

b) D'après la remarque cj du 1°, classer les formes quadratiques sur les K-espaces vectoriels de 
dimensions finies, c’est déterminer, pour tout n € N\{0}, les orbites de 2(K”) sous l’action de GL(K"). 


1.2.2. Généralités; classification dans le cas K = € 


1° Bases orthogonales (existence et propriétés). — LEMME. — Pour tout K- 
espace vectoriel E de dimension finie n > 0, et toute forme 4 € ,(E), ilexiste une 
base p-orthogonale de E. 


Il s’agit de vérifier une assertion æ,. Raisonnons par récurrence. 

— Ilest évident que , est vraie. 

— $oitmeN,telquem > 2. Nous supposons que .#,_, est vraie. Soient E 
un K-espace vectoriel de dimension m et @ une forme bilinéaire symétriquesur E. 

Si la forme @ est nulle, toute base de E est p-orthogonale. Sinon , qui est 
symétrique et non nulle, n'est pas antisymétrique : il existe e, € E nonisotrope. 


L 
La droite H = Ke, est non isotrope et on a: E = H © H1 (cf. 1.1.3, 4°). 
Appliquons 2,,_, à Het à la restriction @' de @ à H! x H{ :il existe une base 
æ’-orthogonale (e;, ...,e,) de H1. On constate que (e,, e,, ..., e,} est une base 
æ-orthogonale de E. = 
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THÉORÈME. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finien > 0, une 
forme bilinéaire symétrique sur E, de forme quadratique associée ®, et r le rang 
commun à o et ®. Alors : 

i) Toute base œ-orthogonale de E comprend exactement n — r vecteurs 
isotropes; ceux-ci constituent une base du noyau de ; 

ïï) ® peut se mettre sous la forme d’une combinaison linéaire à coefficients non 
nuls des carrés de formes linéaires indépendantes; 

iii) Dans toute décomposition de ® du type envisagé en ii), le nombre des 
formes linéaires est exactement r. 


Preuve de i). — Soit e = (e,,...,e,) une base @-orthogonale de E. 
Nous avons : 


Mat (p5 e) = diag (D{e,). …, ®(e,)). 


Au titre de rang de cette matrice, r est le nombre des D(e;) non nuls. En posant : 
ielsi®(e) # 0etieJ si D(e;) = 0, on détermine deux parties disjointes I et J 
de N,, de cardinaux r et n —r. 

La famille (e,}.., est formée de ceux des vecteurs de e qui sont isotropes; ces 
vecteurs appartiennent au noyau de @ car chacun d’eux est orthogonal à tout 
vecteur de e, et donc à tout vecteur de E. Extraite d’une base de E, la famille (e;).; 
est libre dans E, et donc dans Ker @, dont elle constitue une base puisque 
Card J = dim (Ker y). 


Preuve de ü). — Avec les mêmes notations, ® s'écrit : 


Be + +Be, ++ Y Ed(e). 


iel 


Soit e* = (e*, ..., e*) la base de E* duale de e. La forme linéaire e* donne du 
vecteur Éje, + *:: + &,e, l'image E;. On a donc: 


D=Y @{e(e*), avec  Cardi=r 


iel 


et 
D(e,) # 0 pour iel. 
Preuve de iii}. — Soit une égalité de la forme ® = Ÿ À,(e*)? où les à, sont 
i=1 
des scalaires non nuls et où (e*, ..., e*) est une famille libre d’éléments de E*. 


Complétons cette famille en une base e* de E* et désignons par 
e = (e,,...,e,) la base de E dont e* est base duale. @ s’écrit : 


Be + + Be, + DAEË. 
i=] 


D'où : Mat (p; e) = diag (À,, ...,X,0,...,0jet s = rg +. 


(m 
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CoRoOLLAIRE I. — Les hypothèses étant celles du théorème précédent : 
a) Si K = C, il existe une base 6-orthogonale £ de E telle que : 


D SE},  cequis'écrit: Mat (p; e) = diag (I, O) 
i=1 


b) SiK = R, il existe un naturel m,0 < m < r, et une base p-orthogonale € 
de E tels que : 


= Le À «7, 
i=1 i=m+l 
ou : Mat (@; €) = diag (7, — 1,_,, 0). 
Dans les deux cas, on dit que # est une base p-réduite de E. 


À partir de toute base orthogonale de E on peut, par permutation sur les 
vecteurs, obtenir une base orthogonale e telle que : 


Mat (@; e} = diag (A, ..., À, 0, ...,0), k #0 pour ieN, 
a) Pour ie N, on désigne par ji; une racine carrée de À! !, et on pose : 
a =pe si ieN, a =e si iEeN,\N, 


b} On peut supposer que les vecteurs de e ont été rangés de façon que À, > 0 
siieN,et A <0siieN\N,, On pose :e, = e siieNAN, €; = À; le, si 
ieNb&=(—À) PsiieN\N 


Nous verrons (1.2.3, 2°) que, dans le cas b), l'entier m est commun à toutes les bases réduites. 


CoROLLAIRE II. — Sous les hypothèses du théorème et dans le cas K = €, il 
existe des bases p-orthonormales de E si, et seulement si 9 est non dégénérée. 


En effet, dans le cas a), la matrice réduite est 1, si, et seulement si r = n. 


CoOROLLAIRE III. — Sur un C-espace vectoriel de dimension finie, une forme 
quadratique est le produit de deux formes linéaires indépendantes si, et seulement si 
son rang est 2. 


Vérification aisée, laissée au lecteur. 


2" Application à la classification. — THÉORÈME. — Deux formes quadrati- 
tiques sur des C-espaces vectoriels de dimensions fmies non nulles sont quadrati- 
quement isomorphes si, et seulement si les espaces ont même dimension, et les 
formes ont même rang. 


Résulte du corollaire I précédent et de la proposition IIT du 1.2.1, 1°. 


REMARQUE. — Pour n € N\{0} donné, les orbites de 2(C") sous l’action de GZ (C”), qui sont 
associées aux rangs possibles O, 1,...,n, sont au nombre de n + 1. 
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1.2.3. Classification dans le cas K = R 


On ne considère ici que des R-espaces vectoriels; sauf è 
au 1°, on les suppose de dimensions finies. 


1° Formes quadratiques positives, définies positives. — Soient E un 
R-espace vectoriel et ® une forme quadratique sur E, de forme polaire +. 


DÉFINITION. — On dit que ® et @ sont positives si, et seulement si : 
VxeE (x) > 0. On dit que D et sont définies positives si, et seulement si elles 
sont à la fois définies et positives, ce qui s'écrit : Vx e E\{0} (x) > 0. 

On dit que ® et @ sont négatives (resp. définies négatives) si, et seulement si 
— Det — @ sont positives (resp. définies positives}. 


PRopPosITION IL. — Si la forme quadratique ® est définie, alors elle est positive 
ou négative, 


Pour cette démonstration, et pour la suivante nous associons à tout 
(x, y)e E? l'application 7. de R dans R: 


27) 
Lt De + 1) = L0(y) + 2Ap{x, + (x). 


— Soit (x, y) e (E\{0}}°. ® étant définie, d’une part D(x) # 0 et D(y) £ 0, 
d'autre part D(x + Ày) = 0 exige x + Ày = 0. T,,,, est ainsi un trinôme qui 
possède au plus un zéro. D'où (œ({x, p}}? < D(x). D(y); les réels non nuls D{x) 
et ®(y) sont de même signe. 


Inégalité de Cauchy-Schwarz. — PROPOSITION IL — Si D est positive, alors, 
pour tout (x, y)e E?, on a : 


(olx, D} < D(x).D(r) @) 


avec égalité si x et y sont colinéaires, et seulement dans ce cas lorsque la forme est 
définie positive. 


Soit (x, y}e E?. Ici Ts prend ses valeurs dans R,. 

— Si D(y) = 0, alors p(x, y) = 0, sans quoi T,,,, prendrait des valeurs 
strictement négatives; (1} est vraie, avec égalité. 

Sinon, T est un trinôme ne prenant que des valeurs positives et, donc, 
possédant au plus un zéro; (1) est encore vraie. 

— Supposons x et y colinéaires, ce qui s'écrit : {y = 0) v (1xER x = «p). 

Si y = 0, alors D(y} = 0, et on a vu qu’il y a égalité dans (1). 

Six = ay, alors q(x, y) = aD(y}et D(x) = «2d(y};il y a encore égalité dans 
(1). 

— Supposons enfin que ® est définie positive et que x et y ne sont pas 
colinéaires. Ainsi y Æ O et, puisque ® est définie : D(y) # O0. T,, ,, est un trinôme 
ne possédant aucun zéro, car T,,(Ao) = 0 exigerait x = — A6}; (1) est une 
inégalité stricte. 


ep} 


RAMIS. — Math. Spéc. 2. Algèbre 2 
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Inégalité de Minkowski. — PROPOSITION III. — Si ® est positive, alors, pour 
tout (x, y) € E?, on a: 


Vo +7 < JP + 26) @) 
avec égalité si : 
(y = 0) v GteR. x = ay) 6) 
et seulement dans ce cas lorsque la forme est définie positive. 


Soit un couple (x, y) € E?. 
— Nous avons : 
Dex + y) = x) + D(y) + 20 y). 


Compte tenu de: (x, y) < /®D(x}.D(y), inégalité qui résulte de 
px, y) & lofx, pl et de (1), nous en déduisons : 


Dix + y) < P(x) + P(N + 2,/80).00) 


qui, du fait de la positivité de ®, n'est autre que (2). 

— Il y a égalité dans (2) si, et seulement si o(x, y) = EG.) c'est-à- 
dire s’il y a égalité dans (1), et si en outre @(x, y) > 0. La fin de la proposition s’en 
déduit, compte tenu de la proposition I. 


*CoRoOLLAIRE L — Si la forme quadratique ® est positive, l'application 
x + /O(x) est une semi-norme sur l’espace vectoriel E; si ® est définie positive, 
c’est une norme. 


Résulte des définitions d’une norme et d’une semi-norme (II 3.1.1, 1°), ainsi 
que de l’inégalité de Minkowski., 


PROPOSITION IV. — Si la forme quadratique ® est positive, il y a identité entre 
son noyau et son cône isotrope. 


— Comme pour toute forme quadratique, tout vecteur du noyau est 
isotrope. 
— Inversement soit ae E, isotrope par rapport à ® : Œ(a} = 0. 


L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne : 


VxeE Cox, aJ}? < D(x).D(a) 
et donc : 


VxeE o{x, a) = 0, ce qui s'écrit ae Ker y. [ 


COROLLAIRE II. — Une forme quadratique positive est définie si, et seulement 
si elle est non dégénérée, 


2° Signature. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finien > 0,et 
® une forme quadratiqQue sur E, de forme polaire @. 
DÉFINITION. — On appelle signature de D (et aussi de #) le couple (p, g) € N?, 


où p (resp. q) est la plus grande des dimensions des sous-espaces H de E tels que la 
restriction de ® à H soit définie positive (resp. définie négative). 
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THÉORÈME D'INERTIE DE SYLVESTER. — Si (p, q) est la signature de la forme 
quadratique ®, alors, pour toute base -orthogonale e = (e,,...,e,) de E,p 
(resp. q) est exactement le nombre des scalaires D{e;} strictement positifs (resp. 
négatifs). La somme p + q est égale au rang r de ®. 


D'après 1.2.2, 1°, il suffit de le montrer dans le cas d’une base réduite, 
c'est-à-dire dans le cas d’une base £ telle que Mat (w; €} soit de la forme 
Diag (1, — LM O} 

La restriction de D à Vect ((£,, ..., e,)) s'écrit : 


à bi > E? 


et est donc définie positive; d’où m <& p. 


La restriction de ® à G = Vect ((e,,,,...,e,)) s'écrit 
ñ r 
Y be + — Y 44 
i=m+1 i=m+i 


et est donc négative (pas nécessairement définie). 
Soit H, de dimension s, l'un quelconque des sous-espaces de E pour lesquels 
la restriction de ® est définie positive. S’il existait un vecteurnonnulxeG NH, 
on aurait simultanément D(x) < 0 et D(x} > 0, ce qui est impossible. La somme 
G + H est ainsi directe, et dim G + dim H < n, ce qui s'écrit s < m. On en 
déduit p & m. Finalement p = m. 
On montre de même g = r — m. 


CoNSsÉQUENCES. — a) Dans toute écriture D = Ÿ A;(e*){,où(e*, ..., e*) est 
is1 

un système libre de formes linéaires sur E, il y a exactement p (resp. q) coefficients 
À; strictement positifs (resp. strictement négatifs). 

b) La forme ® est positive [resp. définie positive] si, et seulement si sa 
signature est (r, 0) [resp. (n, 0)]. 

c) Ilexiste des bases o-orthonormales de E si, et seulement si ® est définie 
positive. 


Au 2.2.2, 2° nous verrons que p (resp. q) est le nombre des racines (distinctes 
ou confondues) strictement positives (resp. strictement négatives) de l'équation 
caractéristique de la matrice qui représente ® dans une base arbitrairement choisie 
de E, 


3° Classification dans le cas K =IR — THÉORÈME — Deux formes 
quadratiques sur des R-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles sont 
quadratiquement isomorphes si, et seulement si les espaces ont même dimension et 
les formes même signature. 


Résulte du 2° et de la proposition III du 1.2.7, 1°. 
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REMARQUE. — Pour n € N\{0} donné, les orbites de 2(R”) sous l’action de GL(R”), qui sont 
associées aux valeurs possibles de la signature, sont au nombre de 


E G+1-p}=(n + t){r + 2/2 
p=0 


1.2.4 Complément : orthogonalisation effective d’une forme qua- 
dratique 


1° Procédé d’orthogonalisation de Gauss. — THÉORÈME. — Soit n un naturel 
non nul. Pour tout K-espace vectoriel de dimension n et toute forme quadratique 
sur E,®, il existe une décomposition de ® en combinaison linéaire, à coefficients 
éventuellement nuls, des carrés de n formes linéaires indépendantes. 


Nous allons vérifier par récurrence qu’une assertion (.,) est vraie pour tout 
ne N\{0!. 

— Le fait que (,) est vraie est trivial. 

— SoitneNtelquen > 2. Nous supposons que (.æ,), ...,(2,-,)ont été 
vérifiées, et nous considérons une forme quadratique ® sur un K-espace vectoriel 
E de dimension n. L'élément nul de 2{E)} pouvant être considéré comme une 
combinaison linéaire (à coefficients nuls) des carrés des éléments de toute base de 
E*, nous pouvons nous limiter au cas où la forme ® n’est pas nulle. 

Soit e une base de E. ® s'écrit : 


19 cas : il existe un indice i tel que w;, Æ 0. — On peut, pour simplifier la 
notation, supposer w,, # 0, et écrire ® sous la forme : 


joe fr (Es) -v (Es) 


où À, désigne wï!!, où f, est la forme linéaire sur E déterminée par : 


y Be ou + Y GE, = DT 
i=1 j=2 i=i 
où, enfin, # désigne une forme quadratique sur H = Vect ((e,, ..., e,}). 
a 


D'après (#,_,) on peut écrire Ÿ = Ÿ 2,g°, où les À; sont des scalaires, et 


Fed 
où (g, ..., g,}est une famille libre de formes linéaires sur H. Pour tout j € [2, n], 
associons à g; la forme linéaire ; sur E déterminée par : 


E Ée, + a(S ba) 
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a 

Nous obtenons :® = Ÿ Af?, où (f,, ..., f,) est une famille d'éléments de E* 
i=1 

qui est libre puisque sa matrice dans la base de E* duale de e s'écrit : 


&j1 0....0 
izi 
M = i M 
Ou E 
où M'est la matrice de la famille libre (g,, . .., g,) dans la base de H* duale de 


(e, ...,e,); on a det M' # 0, w,, # 0, et donc det M Z 0. 


2° cas : pourtoutieN,,@;, = 0. Puisque ® n'est pas nulle, l’un des; i # j, 
n'est pas nul. Supposons &;,, # 0, et écrivons que ® donne de tout 
Eses + ... + Be, l'image : 

n ñ 
2 [outie. + D Oubr + É2 D Dabx + : > a, 
k <i<j<n 


=3 k=3 


qui s'écrit : 
ñ D ñ 
202 (5 se) (5 sel) +YY sa) 
i=1 1 =3 
où L, (resp. L,) est la forme linéaire sur E déterminée par : 


n 1 # 1 ” 
Dé mé +— To [res E+—) eut | 


i=l Oi2 k=3 


12 ke 
et où Ÿ désigne une forme quadratique sur H = Vect ((e,, ..., e,)). 
Nous avons : 4,l, = (1, + 1) — (li — LY. 
Posons w,,/2=hk = —2à,:l +1 =f;;l —1 =/f, 


— Supposons d'abord n > 2. En utilisant cette fois .«#/,_,, et en raisonnant 


n 

comme dans le premier cas, nous obtenons :® = Ÿ A,f2,où (fi, ..., f)est un 
i=1 

système d'éléments de E* qui est libre puisque sa matrice dans la base de E* duale 

de e est de la forme : 


M = Han ; avec det M Æ 0. 
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— Sin = 2, le calcul reste valable, à cela près que la forme Y n'existe pas et 


1 1 Are 
que l’on obtient ® = À,/f? + 2,/f3 et M = [ À sans avoir à invoquer 
A Fm 


Application. — La méthode de Gauss fournit une démonstration de 
l'existence de bases orthogonales différente de celle du 1.2.2, sur laquelle elle a 
lavantage de fournir une décomposition effective de la forme ®, et donc une base 
orthogonale effective de E. 

Combinée aux résultats du 1.2.2, 1°et du 1.2.3, 2° elle fournit en outre le rang 
de Det, si K = R, sa signature. 


EXEMPLES. — 4) Signature de la forme quadratique sur R? qui s'écrit dans la base canonique : 
D) = fn — O7 +6 — 6 +4 - n. 


De (x) = 282 + 27? + 20? — 2En — 2EÙ — 2nb, on déduit (cf. premier cas précédent} la 
décomposition de Gauss : 


(x) = 2(E — 1/2.n — 1/2.6) + 3/2.n° + 3/2. — 3nc 
qui s'écrit : 
(x) = 2{E — 1/2.n — 1/2.0) + 3/2.(n — C}. 


La forme est dégénérée (rang 2), de signature (2, 0), et donc positive (ce qui était évident dès le 
départ). 


e Notons que l'écriture ® = [2 + 12 + 1} avec : 


ho=n-és Les -E  B@<E-n 


n'est pas une décomposition de Gauss car (/,, /,, /) est lié : 1, = — 1, — 1, 
De ® = 28 + 22 + 21,I, on peut cependant déduire la décomposition de Gauss : 


® = 241 +1/2.L) + 3/2. 
On retrouve (à l'ordre près des coordonnées) le résultat précédent. 


e Voyons sur cet exemple comment la décomposition de Gauss permet d'obtenir une base 
orthogonale relativement à ®. 

Les formules Ë — & — 1/2.n — 1/2. et n° = n — £, que nous complèterons par L'=E£, 
peuvent être considérées comme des formules de changement de base puisque la matrice 


1 —12 —12 
M=|0 : = 
0 0 1 


est inversible. Dans la base e’ correspondante, ® est associée au polynôme2X? + 3/2. Y?:e'est donc 
orthogonale relativement à @. 
La matrice de passage P£ n'est autre que M7 !. On en déduit aisément : 


ei = € €, = 1/2, +e:, és =titetes 


REMARQUE. — Le lecteur pourra, à titre d'exercice, rechercher le noyau de ® dans l'une ou l'autre 
des deux bases, et constater qu'il s'agit du cône isotrope R{e, + e, + e;). 
b) Signature de la forme quadratique sur R° qui s'exprime dans la base canonique par : 


De =i+nt +0 2m 2, (a BeR?. 
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Le lecteur obtiendra aisément : 
DC) = nm — aE + (6 — BEN + (1 — on? — BA? 
qui est une décomposition de Gauss, puisque les formes linéaires 
LÉ xmn-ok xl -fE 

sont visiblement linéairement mdépendantes. D'où la discussion : 

— Si a? + 6? = 1, la signature est (2, 0): la forme est dégénérée (rang 2) et positive. 

— Si a? + 2 < 1, la signature est (3,0): la forme est définie positive (on peut dire : non 
dégénérée, positive). 


— Six? +6? > 1, la signature est (2, 1); la forme est non dégénérée, mais ni positive et 
négative. 


2° Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. — Soient E un K-espace 
vectoriel, ® une forme quadratique sur E, de forme polaire @, et (xijen: une 
famille libre de vecteurs de E, finie (N’ = N,), ou dénombrable {N' = N\{0}). 

Pour tout ke N', on pose E, = Vect ((x:, ..., x,)}, et on désigne par , la 
restriction de à E, x E,; on suppose œ, non dégénérée. On pose Es = {0}. 

Pour tous ke N'etie N,, on désigne par D, le cofacteur de p{x;, x,) dans la 
-matrice de Gram de (x,,..., x,) et par A, le déterminant de Gram de ce 
système. 


PROPOSITION IL. — Avec les notations précédentes, on dispose de la famille 
(een avec : 


k 
a = Di! » Dax: (0) 
i=1 
Pour tout ke N', (e,, ..., e,) est une base o,-orthogonale de E,, et on a : 


D(e) = pe, x) = Aj/As-: {avec la convention À, = 1) (2) 


ainsi que : 
q k-1 


= Xx 2 Re €. G) 


— L'existence des e, est due à la non nullité des D,, :sik = 1onaD,, =1; 
si k > 2, Dy = A,_, est non nul au titre de discriminant dans la base 
(Xi, ..., xx 1) de la forme bilinéaire non dégénérée q, _1. 

— On constate : 


VkeN’ & — Xe E-i. 


En raisonnant par récurrence, on en déduit que, pour tout ke N' 
(e;, ..., e,) est une base de E;. 
— Fixons ke N’. Pour tout je N,_, nous avons, en utilisant (1) : 


Da-ple, x) = À Diplx, x), (Du # 0). (4) 


ii 


Le second membre de (4) est le développement suivant la k-ième colonne du 
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déterminant déduit de Gram (x;, ...,x,) en remplaçant la k-ième colonne par 

la j-ième : comme j < k, ce déterminant est nul, et donc o(e,, x;) = 0. Ainsi e, est 

w-orthogonal à chacun des vecteurs de la base (x,, ..., x,_,)de E,_,,et donc à 

chacun des vecteurs de la base (e,, ...,e,_.,}de E,_,. Une récurrence permet 

d’en déduire que, pour tout ke N', la base (e,, ..., e,) de E, est @,-orthogonale. 
— Fixant à nouveau k, nous avons : D(e,) = w(e, x,) et donc : 


k 
Da-D(e,) = >» Dap(xs x) (5) 
i=1 
Le second membre de {5} est le développement de À, suivant sa dernière 
k-1 
colonne. Quant à la formule (3), elle s'obtient enécrivant e, = x, + Ÿ Xe;eten 


Ft 


utilisant q(e, e,) = 0, pour calculer À, ie N, _.. 


Cas de dimE = n > 0. — Pour toute forme @ € #,(E) définie, la méthode, 
appliquée avec N° = N,, permet, grâce à la formule (3), de construire effective- 
ment, à partir d’une base quelconque (x,, ..., x,) de E, une base -orthogonale 
(e:, ...,e,). 


Orthonormalisation dans le cas d'un espace euclidien. — Ici E 
est un R-espace vectoriel de dimension finien > Oet ® est une forme quadratique 
définie positive; nous dirons alors que (E, @) est un espace euclidien. De la base @- 
orthogonale (e,, ..., e,) obtenue ci-dessus on déduit une base o-orthonormale de 
E, (€, ...,€,), en posant : 


VkeN,  & = &//®(e). 
Il pourra d’ailleurs être commode de remplacer (3) par : 


ki 
VneN, eu = x — ) P(Er Xe; 
i=1 


REMARQUES. — a) (£,, ...,€,) est l'unique base orthonormale de E vérifiant : 
i VkeN, (1 ...,8,) est une base de E, = Vect ((x,, ..., xij}: 
ii) VkeN, œ(e, x) > 0. 
Vérification laissée au lecteur qui utilisera : 
L 
VkeN, EL =E_ @ Re et pe, x) = De.) > 0. 


b} Tous les déterminants À, sont strictement positifs. 
Résuite de (2), compte tenu de O{e,) > O pour toutke N,. 


1.3. LE GROUPE ORTHOGONAË D'UN ESPACE QUADRATIQUE 


1.3.1. Notion de K-espace quadratique 


DÉFINITION. — On appelle K-espace quadratique tout couple (£, œ), où E est 
un K-espace vectoriel et une forme bilinéaire symétrique sur E, non dégénérée. 
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Même si cela n’est pas dit explicitement, nous supposerons que l’espace 


vectoriel E n’est pas nul(E Æ {0}}et que, par conséquent, la forme non dégénérée 
œ est non nulle. 


1.3.2. Adjoint d’un endomorphisme ; 
endomorphismes symétriques 


Dans tout le paragraphe, on considère un espace quadratique (E, o); on 
désigne par ® la forme quadratique associée à œ. 


1° Adjonction. — DÉFINITION. — Soit u un endomorphisme de E. S’il existe 
un endomorphisme v de E vérifiant : 


VO NEE?  qiux), y) = ox y) @) 


on dit que v est un endomorphisme adjoint de # (ou, plus simplement, un adjoint 
de u). 


S'il risquait d’y avoir ambiguïté sur @, on préciserait « q-adjoint ». 


EXEMPLE. — Id£ admet Id, pour adjoint. 


PROPOSITION I. —- Si 4 admet » pour adjoint, alors 5 admet 1 pour adjoint. 
On passe de (1) à : 
V&yeE?  oUx} » = px K(y) 


en transposant x et y (qui sont « muets »), en utilisant le caractère symétrique de 
, enfin en échangeant les deux membres. Q 


PROPOSITION IL. — Si # admet un adjoint, celui-ci est unique, ce qui autorise à 
le noter u*. 


Soient v et v, deux adjoints de u; w = v — v, vérifie : 
VO »}EE? (x, wy) = 0. 
D'où :VyeE w(yje Ker 6. Comme Ker @ = {0}, on a w = Os Q 


*EXEMPLE D'UN ENDOMORPHISME N'AYANT PAS D'ADJOINT, — Soit E le R-espace vectoriel des 
applications polynômiales de R dans R. Le lecteur vérifera aisément que : 
1 
— l'application p: Ex ER (x) — x{t}y(#) dt est une forme bilinéaire symétri- 
que, définie positive; L 


sn, Le Lx) 
— pour tout xe E, l'intégrale —— dr est convergente. 
Fer 
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e Soit u l'endomorphisme de E qui à tout x € E associc l'application polynémiale constante 


Supposons (hypothèse (H)) que u admette un g-adjoint v. En notant z, l'élément t + r",(n € N), 
de E, nous avons d’après (1) : 


VneN  ofu(z,} 20) = plz, wzo)) 


RC 1 
(2), so | ([ T > éJar = — m1 


» 
D'autre pari, en explicitant v(z,) sous la forme + ++ À a 


Or : 


k=0 
p 1 e “% 
plz, 20) = À où | md = Y À. 
L Eul nee 
in it : ï 1 £ % à 
Ainsi les fonctions rationnelles ———— et  —— prennent la même valeur en tout 
X+12 4 X+k+1 


point de la partie infinie N de R, et donc elles coïncident (1.7.1.5). La considération des pôles (entiers 
pour l'une et pas pour l'autre} montre que l'hypothèse (H) conduit à une contradiction. 0 


PROPOSITION III. — L'ensemble des endomorphismes de E ayant un adjoint 
est une sous-algèbre de Z(E). L'application involutive u + u* de cet ensemble 
sur lui-même est linéaire. 


Résulte de : 

— Id, admet un adjoint (à savoir Id,); 

— Pour tous endomorphismes u et v admettant des adjoints, et tout à e K les 
endomorphismes u + v, œu et u ° v admettent des adjoints, et l'on a : 


(ue + 0) = u* + 0*; (œu)* = œu*; Ge co} = pt ouf, 
En ce qui concerne u + v et œu c’est une conséquence immédiate de (1}. 
D'autre part, toujours d'après (1) : 


VO HDEE?  q{u ce v{x) y} = ptrx), u*(y)) 


ox (8% < u*{p)). 


PROPOSITION IV. — Si # est un automorphisme, et si u et 47! admettent des 
adjoints, alors u* est un automorphisme et (u*)7! = (u71}*. 


Résulte de : 
1} out = (uouTY = (Id/)* = Idg 
et : 
u* o(u 71 = (utou)* = (Id,)* = Id. 


Proposition V. — Si 4 admet un adjoint et si H est un sous-espace de E stable 
par u, alors H1 est stable par w*. 


Soit y e H£. Pour tout x e H, on a u(x) € H, et donc p(u(x), y} = 0, ce qi 
s'écrit : o{x, u*(y}) = 0. Ainsi : VyeH! u*(ye Ht Q 
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PROPOSITION VI. — Si # admet un adjoint, alors : 
@) Keru* = (Imu)}!; Imu* C(Keru)t (3) 


— Pourtout ye E, l’assertion y € Ker u* équivaut (compte tenu de la non 
dégénérescence de o) à : VxeE (x, u*{(y)) = 0, et donc a : 


VxeE œq{u(x), y) = 0, ce qui s'écrit : yE(Imu)t 
— L'égalité (2) étant ainsi prouvée, on en déduit, en y transposant u et u* : 


Ker u = (Im u*}t, ce qui entraîne : (Ker u)! = (Im u*)!t, 


et donc (3) puisque l’on sait que : Im u* © (Im u*}!. 


2° Endomorphismes symétriques. — DÉFINITION. — Un endomorphisme 
de E est dit symétrique [resp. antisymétrique] si, et seulement s’il admet un adjoint 
u* tel que u* = u [resp.u* = — u], c’est-à-dire si et seulement si : 


VO yneE? out, y») = p(x, u(y) Cresp. — px, u(y)] (4) 


En d’autres termes, « symétrique » signifie « auto-adjoint ». 
EXEMPLES, — Id, est symétrique ; 04,4; est à la fois symétrique et antisymétrique. 


PropPosiTion [L. — Toute application 4 de E dans E qui vérifie (4) est linéaire ; 
c'est donc un endomorphisme symétrique (resp. antisymétrique). 


Considérons u e Ef qui vérifie (4). 
Soient (x, y}e E? et (x, B)e K?; posons 
z = u(ax + By) — au(x) — Bu(y). 
En utilisant (4), et en convenant que € désigne 1 [resp. — 1], nous avons : 


VteE  eç(z,i) = q(ax + By, u(t}) — apfx, uft)) — Bo(y, u(r)) 
et 


VIE  eo(z, 1) = q((ux + By) — ax — By, u(t)) = 0. 


On en déduit ze Et et, w étant non dégénérée : z = 0. 


PROPOSITION IL. — L'ensemble des endomorphismes symétriques et celui des 
endomorphismes antisymétriques de E sont des sous-espaces supplémentaires du 
K-espace vectoriel des endomorphismes de E ayant un adjoint ; on les note S,(E) et 
AE). 

La 


— Il s’agit de parties non vides et stables, et donc de sous-espaces. 
— Pour tout endomorphisme # de E admettant un adjoint, l'équation 


{u = s + a) À (S* = 5) À (a* = — a) 
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à l’inconnue (s, a) € (S(E))? ne peut admettre pour solution que le couple : 


C se À -«) 
;u+u s@ u*) |. 


Or ce couple convient visiblement. 


REMARQUES. — a) Pour tout automorphisme symétrique u, u”! est symétrique. 


b) Soient u et v des endomorphismes symétriques ; u o v est symétrique si, et seulement si uetr 
commutent. 


3° Étude en dimension finie. — Soit (E, @) un espace quadratique de 
dimension finie n > 0 (ce qui signifie dim E = nr > 0). L'application linéaire d,, 
associée (à droite et à gauche) à @ est ici un isomorphisme de E sur E*. 


PROPOSITION L. — Tout u € Ÿ(E) admet un adjoint, et on a : 
u* = d,'ctucd, 
Démonstration intrinsèque. — En utilisant la définition de ‘u, on a : 
VGyEE? plu), ») = Kd{y}, ux)> = (Cu » dy), x)) 

Comme ici d, est bijectif, il en résulte : 

VOGMEE?  qiuix), ») = G(fd, * c'u  d,])) x) 

ce qui s'écrit : 
VONEE ou), y) = p(x [d,? cu °d,]0). 

Démonstration matricielle. — Soient e une base quelconque de E, et 


Q = Mat(p;e) = Mat (d,; e, e*) 


@ étant symétrique et non dégénérée, Q est symétrique et inversible. 
Pour tout (u, v}e (S(E)?, notons : 


Mat (u;e) = M, Mat (v;e) = M’. 
En utilisant (1), on constate que l’on a v = u* si, et seulement si : 
V&,»eE? (MX)OY = 'XQMY 


ce qui s'écrit :‘MQ = QM',ou encore : M' = Q7!'MQ. Cette égalité matricielle 
traduit dans la base e l'égalité des endomorphismes v et d, ! -'u cd, de E. 


CoROLLAIRE I. — S,(E) @ À,(E) est le K-espace vectoriel Z(E). 


COROLLAIRE II. — Pour tout 4 € Z(E) : 

i rgu* =rgu et detu* = det u; 

äï) Un sous-espace A de E est stable par si et seulement si H* est stable par 
u*; 

it) Im u* = (Ker w)t; 
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iv) S'il existe une base orthonormale e de E, alors : 
Mat (u*, e) = '[Mat (u;e)] 

et u est symétrique (resp. antisymétrique} si, et seulement si Mat (4; e) l’est. 

L'existence de u* étant acquise : 

i) résulte de u*=d;'otucd, où à 
M'=Q"!'MO); 

äi) résulte dans un sens de la proposition V du 2°, dans l’autre de Hit = H 
etu** = u; 

li) est ici (Ker u)! = (Im u*)t{, déjà rencontré, 

iv) résulte de M’ = Q7! ‘MQ, compte tenu de Q = 1,. 


est bijectif (et aussi de 


PROPOSITION IT. — L'application 4 + d, 6 d, est un isomorphisme de 
S AE) sur le K-espace vectoriel S,(E) des endomorphismes @-symétriques de E ; 
l'isomorphisme réciproque est : 4 + ((x, y) + (x, 4(y)). 


— Pour ke#,(E) donné, u = d,! °d, est un endomorphisme de E. 
Pour tout (x, y)e E?, nous avons : 


EC 4) = Guy), x) = dy) x» = VC, ») 


et, en utilisant la symétrie de @ et de 4 : o{u(x), y) = (x, u(y)). 

— Ainsi br d” °d, est une application de #,(E) dans S,{E); sa 
linéarité est évidente ; reste à prouver sa bijectivité. 

— Soit ue S,{E). S'il existe 8 e ,(E) tel que d, Lo do = u, nécessairement 
dg est d, + u, et 8 est l'application Y définie par : 


y <dlu(y} x», c'est-à-dire (x y) > ox up). 


En utilisant la symétrie de u et de , on vérifie : ÿ e S,(E). 
Retenons la relation caractéristique de : 


VRNEE? vx y = q(r u(p)). 


CoroLLaiRE IIL — Les K-espaces vectoriels S,(E) et A,(E) ont pour 
dimensions n(n + 1)/2 et nn — 1)/2. 


Dans le cas où il existe une base orthonormale de E; ce résultat peut se 
déduire de dim # {n). 


4° Orthogonalisation simultenée de deux formes quadratiques. — On suppose encore 
dim E = n > 0. A l'espace quadratique(E, @} on adjoint une forme quadratique sur E, , de forme 
polaire W. Dans ces conditions : 


PROPOSITION. — Il existe une base de E à la fois -orthogonale et \-orthogonalesi, et seulement si 
l'endomorphisme p-symétrique u = d,' ° d, est diagonalisable. 


La condition est nécessaire. — Supposons qu'il existe une base e = (e,, ...,e,}p-orthogonaleet 
Y-orthogonale. Nous allons montrer que tout vecteur de e est vecteur propre de u ; il en résultera que 
u est diagonalisable. Il suffit de raisonner, par exemple, sur e, 

Notons que, e étant @-orthogonale et @ non dégénérée, nous avons : ®(e,) # O. 
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Les noyaux des formes linéaires d(e;) et die) contiennent e,...,e, et donc 


H = Vect(e,, ...,e,); celui de d,{e,), qui ne contient pas e, à cause de d{e,) Æ 0, est H; celui de 
de.) est H ou E; de toute façon il existe À, € K tel que d(e,) = À,di(e,), ce qui s'écrit u(e,) = À 1e; 
(cf. 1.9.3.3, 3°). 0 


La condition est suffisante. — Supposons que u est diagonalisable. Soient E,, ..., E, les sous- 
espaces propres associés aux valeurs propres distinctes À, ..., À, Pour tout k € N,,ilexiste une base 
de E, orthogonale par rapport à la restriction de dà E,.et, Eétant somme directe des E,, la réunion de 
ces bases (au sens du [.9.1.2, 9°) est une base e = (e,, ...,e,) de E. I s’agit de montrer que, pour 
ei, et i # je,et e; sont @-orthogonaux et ÿ-orthogonaux. Distinguons deux cas 


1 Cas : e; et e; appartiennent à un même sous-espace E;. On a donc gfe, e;) = 0. 
I vient : We, e) = g(e, u(e;)) = Apte, e;) = 0. 


2° Cas :e; et e, appartiennent respectivement à E, et à Eh # k. 
On a encore 


Vte,e) = Moplese):  demême:  Wte,e,) = Ap(e, ei), 


ce qui s'écrit : W{e,e;) = Ayples e). D'où : (4 — Ajpies e;) = 0. Comme À, < À; # 0, il vient 
pe; e) = 0, ce qui entraîne We; e;) = 0. É Q 
Cas PARTICULIERS. — a) Si K est algébriquement clos, ® non dégénérée et u diagonalisable, il 
existe une base de E à la fois @-orthonormale et 1f-orthogonale. 
b) Nous verrons au 2.2.2 qu'il en est de même si K = R et si ® est définie positive. 


1.3.3. Projecteurs orthogonaux ; 
symétries orthogonales 


1° Projecteurs orthogonaux d’un espace quadratique. — THÉORÈME ET 
DÉFINITION. — Soient (E, @) un espace quadratique et p un projecteur de E, d'image 
F et de noyau G. Une condition nécessaire et suffisante pour que l'endomorphisme p 
soit symétrique est G — F!. Lorsqu'elle est remplie, on dit que p, qui est alors noté 
p,, est le projecteur orthogonal sur F, et on constate que Id, — p, est le projecteur 
orthogonal sur F!, 


— Si p admet un adjoint égal à p, Ker p* = (Im p)! s'écrit G = FL. 
— Supposons G = F1 Pour tout (x, y}e E?, on peut écrire : 


x=pa+x, y=pp+y, avec (x, y)e(Ft? 


et, compte tenu de œ{p(x), y’) = œ{p{y)}, x’) = 0, en déduire que œ{p(x), y) ct 
px, p(y)) sont l’un et l’autre égaux à p(p{x), p(y}. L’endomorphisme p est ainsi 
symétrique. 

— Si G= F1, 1e projecteur Id; — p,, d'image F+ et de noyau F, est 
symétrique au titre de combinaison linéaire d’endomorphismes symétriques. [ 


REMARQUES. — a) Le théorème peut s'énoncer : un projecteur p d'image F est un endomorphisme 
symétrique si, et seulement si F admet un supplémentaire orthogonal et si Ker p = F1. 

b) Le théorème permet de retrouver le fait que si @ge#,(E) est non dégénérée, alors 
E=F@ Flimplique Flt=F, 
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EXEMPLES. — a) Soient (E, @) un espace quadratique, F un sous-espace de dimension finie de E, 
æ la restriction de @ à F x F; nous supposons qu'il existe une base '-orthonormale 
e =(#,,....e,) de F, ce qui implique que F n'est pas isotrope et donc (puisque F est de dimension 
finie) queE=F@F! 

Nous disposons ainsi du projecteur orthogonal p;. En utilisant : 


Pro) = À plpAxhede, et:  VieN, glpHxhe) = o(xe) 
51 


nous constatons que p} est déterminé par : 


VxeE px) = Y oix.ek, 


b) Soient Junensembleinfiniet E = KÜ} muni de la forme bilinéaire canonique. Nous avons vu 
(LE3, 4, remarque) que, pour (2,),., € KAKU} l'hyperplan F de E d'équation Z aë, = 0 vérifie 
Æ 


F1 = /0}, et donc F @ F1 = F: on ne peut parler de projecteur orthogonal sur F. 


2° Les symétries d’un espace vectoriel. — Soit E un espace vectoriel, pas 
nécessairement quadratique. 


DÉFINITION. — On appelle symétrie de E tout endomorphisme involutif de E 
{automorphisme s tel que 57! = s). 


THÉORÈME. — Soit p un projecteur de E, d'image F et de noyau G (avec 
E = F @ G).Alorss = 2p — Id, est une symétrie de E ; on l'appelle symétrie par 
rapport à F, parallèlement à G. 


On a en effet : p? = pet s? = 4p? — 4p + Id,. D'où s? = Id,. 

Notons que, qg désignant le projecteur d'image G et de noyau F,on a: 
s=p-qetque —s = q — pest la symétrie par rapport à G, parallèlement 
à F. 


THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Soit s une symétrie de E ; on note E, et E_ les 
noyaux respectifs de s — Id, et de s + Id,. Alors E = E, @ E_, et s est la 
symétrie par rapport à £,, parallèlement à E_. 


— Par application de 112.3.4, 1°, avec P, = X - 1 et P, = X +1 
{polynômes premiers entre eux puisque K n’est pas de caractéristique 2), on 
obtient E = E, ® E. 

— Considérons les endomorphismes 


1 1 
p= ;Ude +5) et qg= de — s). 


Nous avons : 
VXEE (x = px) + g(x)) À (PREE,) À (g(x)e E-). 


Ilen résulte que p est le projecteur sur E,, parallèlement à £_.Ors = 2p — Id, 
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PROPOSITION. — Deux symétries de E commutent si, et seulement si leur 
produit est une symétrie. 


Soient ret s des symétries de E. 

— Supposons ros=seor. Il en résulte (s or) =sororos = Id. 
sorest donc une symétrie. 

— Supposons maintenant ques » rest une symétrie, soits orceser — Id, 
On en déduit s c(soroesor)or =sold,or,oures=sor. 


3° Les sypmétries orthogonales d’un espace quadratique. — THÉORÈME ET 
DÉFINITION. — Soient (E, @) un espace quadratique, F et G deux sous-espaces 
supplémentaires de E et s la symétrie par rapport à F parallèlement à G. Une 
condition nécessaire et suffisante pour que l’endomorphisme s soit symétrique est 
G = F1, Lorsqu'elle est remplie, on dit que s, qui est alors noté s,, est la symétrie 
orthogonale par rapport à F, et on constate que — s est la symétrie orthogonale par 
rapport à G = F+ 


1 ; 
En effet s est symétrique si, et seulement si p = 2Ude + s), qui est le 


projecteur sur F parallèlement à G est symétrique. On utilise le 1°. 


1.3.4 Le groupe orthogonal d'un espace quadratique 


Soit (E, ) un espace quadratique de dimension finie ou infinie. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour tout automorphisme de E, les trois 
assertions suivantes sont équivalentes : 

j) VX, DeE?  qiux) (y) = plx, y): 

ii) VXEeE Œ(u(x)) = D(x); 

ii} u admet u! pour adjoint. 

Tout u e GL(E) qui vérifie ces assertions est dit automorphisme orthogonal (ou 
opérateur orthogonal) de l’espace quadratique (E, œ). 


Preuve de i)<+ ii). — Pour tout ue Ÿ(E), l'égalité des formes bilinéaires 
symétriques @ * u et & (notations du 1.2./, 1°) équivaut à celle des formes 
quadratiques d o u et D. 


Preuve de i)< iti). — Pour tout u € GL(E), i) équivaut à : 


VGONEE?  qluix) du” (y) = of, up). 


EXEMPLE : SYMÉTRIES ORTHOGONALES. — Une symétrie s de l'espace quadratique (E, @) est un 
automorphisme orthogonal si, et seulement si c'est une symétrie orthogonale. 


Compte tenu des"! = 5,57! 


= s* s'écrit s = s*, On applique 1.3.3, 3°. 0 
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PROPOSITION I. — Si F est un sous-espace de E invariant par un automor- 
phisme orthogonal 4, alors F* est stable par . 


Pour tout ye Ft, nous avons : 


VxeF  qlu(x} u(y)) = (x, y) = 0, 
et donc : u(y)e(u(F)}! . Or u(F) =F. 


Notons qu'un sous-espace de dimension finie de E est invariant par u e GL{E) si, et seulement s'il 
est stable par u. 


e PREMIÈRES CARACTÉRISATIONS DES AUTOMORPHISMES ORTHOGONAUX. — 
a} Toute bijection # de E sur E qui vérifie : 

D Va yneE? q(u(x), u() = p(x y) 
est un automorphisme orthogonal. 


Il s’agit de prouver que u est linéaire. 
Soient (x, y} e E? et (a, B}e K?. Posons 


2 = u(ax + By) — au(x) — Bu(y). 
Pour toutteE, nous avons : 


pt, D = qlu(ax + By), 1) — au(x), ?) — Botu(y)}, 0) 
et 


o(2,0 = ax + By,u (0) — px, u77(1) — Bo(y, 70) = 0. 


On en déduit ze E! et, & étant non dégénérée : z = 0. Q 


b) Une bijection # de E sur E est un automorphisme orthogonal si et 
seulement si elle vérifie : 


iv) _(4(0) — 0) À (VX EE? D{u(x) — u(y}} = D(x — y). 


— Il est évident qu’un automorphisme orthogonal vérifie iv). 

— Inversement soit # une bijection de E sur E qui vériñe iv). En faisant 
y = 0, on constate que u vérifie ii). Nous allons montrer que u vérifie i), ce qui 
permettra d'appliquer à). 

Soit (x, y) e E?. Nous avons : 


Du(x) — up) = Ptu(x)) + Buy) — 2p{4x), u(y)) 
et : 


Dex — y} = D(x) + Piy) — 2o(x, }). 
Compte tenu de iv) et de ii), il vient : q{u(x}, u(y)} = œ(x, y). O 


e Le groupe orthogonal de (E, @). — ProposiTion IL — L'ensemble des 
automorphismes orthogonaux de l’espace quadratique (E, o) est un sous-groupe du 
groupe linéaire de E ; on l'appelle groupe orthogonal de (E, o) ; on le note O(E, o). 


Démonstration aisée, laissée au lecteur. 
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REMARQUE. — Si les formes bilinéaires symétriques non dégénérées 4 et 1 sont quadratiquement 
isomorphes, alors les groupes O(E, o) et O(F, \r) sont isomorphes. 

Il existe en effet un isomorphisme u de E sur F tel que @ = 4 # u; on en déduit que 
ftp usfru!est un isomorphisme de O(E, @) sur O(F, ÿ}. 0 


2° Cas de dim E = n, n > 0. — NOUVELLES CARACTÉRISATIONS. — a) Tout 
endomorphisme # de E qui vérifie : 
i) VxeE Œu(x)) = D(x) 
est un automorphisme orthogonal. 
Ici encore ® + u = ® entraîne @ % u = @. 
Pour tout ye Ker y, nous avons 
VxeE  o(x, y) = q{u(x), 0) = 0. 


Tout y e Ker # appartient au noyau de œ qui est {0}. D'où Keru = {0}. 
Ainsi u est injectif et donc bijectif, puisque dim E = #. 


b} Toute application # de E dans E qui vérifie : 
) VO neE? eu) up) = px »} 
est un automorphisme orthogonal. 


D'après a), il suffit de montrer que u est linéaire. 
Soit e une base @-orthogonale de E. Aucun vecteur de e n’est isotrope. En 
utilisant : 
VODENS  qlute), u(e;) = pese) 
on constate que u(e} est une famille orthogonale de #n vecteurs de E dont aucun 
n'est isotrope ; c'est donc une base @-orthogonale de E. 
Pour tout xe E, écrivons : 


X = ÿ Éie; et u(x) = y nine). 
i=1 ii 
De œ{u(x), u(e;)) = p(x, e;) on déduit : n;d{u(e;)) = ED(e). 
Comme Du(e,)) = De) À 0, il en résulte : n; 
e :VieN, n; = 6; résulte la linéarité de u. 


(e) 
5 


c) Une application # de E dans E est un automorphisme orthogonal si et 
seulement si elle vérifie : 


iv) (u(0) = 0) À MGNEE?  Œu(x) — wy) = dx — p)). 


On raisonne comme au 1° (caractérisation b)), en utilisant le résultat 
précédent. 


e Le groupe des rotations de (E, p). — PROPOSITION I. — Fout automor- 
phisme orthogonal de l’espace quadratique (E, œ) de dimension finie ñ > 0 a pour 
déterminant 1 ou — 1. Les automorphismes orthogonaux de déterminant 1 sont 
appelés rotations ; ils constituent un sous-groupe distingué du groupe orthogonal de 
(E, o), qui est appelé groupe spécial orthogonal de (E, w) et noté O *(E, ). L'indice 
de O*(E, @) dans O(E, +) est 2. 
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— De det u* = det u et u o u* = Id, on déduit : (det‘u)? = 1, et donc : 
detue{-— 1,1} 

— On vérifie que l'application u + det u est un morphisme du groupe 
O(E, y) dans le sous-groupe { — 1, 1} du groupe multiplicatif K\{0}; l'ensemble 
des rotations, qui est le noyau de ce morphisme, est un sous-groupe distingué de 
O(E, 6). 


— L'indice de O*(E,@) dans O(E, o}) est, par définition (1.2.3./) le cardinal du groupe 
O(E, oVO*{E, œi. Nous allons montrer que celui-ci est isomorphe à {— 1, 1}, et donc de cardinal 2, 
puisque K n’est pas de caractéristique 2. Il suffit de montrer que O"(E, @) = O(E, &)\O*(E, @} n'est 
pas vide. 

On sait que E possède des vecteurs non isotropes. Soit e, l’un d’eux. Le sous-espace Ke, est non 
isotrope et donc E = Ke, ® (Ke,}!. Il existe une symétrie orthogonale par rapport à (Ke,)1, que 


nous notons s. Si (e,, ...,e,) est une base quelconque de (Ke,)L, nous avons {!): 
Mat(s;(e,e, ...,e,)) = diag(— 1,1,...,1) 
D'où : dets = - letseO(E, o). O0 


e Représentation matricielle. — PROPOSITION IL. — Soient 4 un endomor- 
phisme de E, et e une base de E; on note 


Q = Mat(o; e) et M = Mat(u;e). 


Les assertions suivantes sont équivalentes : 
i} 4 est un automorphisme orthogonal; ii} ‘M Q M = Q. 


En effet : 
| VOMNEET eux, u(y) = ox y 
s'écrit : 
VOMEEt  (MX)A(MY) ='XQY 
ou encore : 
'MOM = 0. 
PROPOSITION III. — Soient # un endomorphisme de E, et e une base 


G-orthonormale de E; on note M = Mat {u; e). 
Les assertions suivantes sont équivalentes : 


n ueO(E,vw);, ii) MM =1,; ii) u(e) est une base o-orthonormale. 


Ici Mat (@;e) = 1,. 

— L'équivalence de i} et ïi} résulte de la proposition IT. 

— Preuve dei) = ïii). — Supposons u e O(E, ©). Image d’une base par un 
automorphisme, ue) est une base et M = Pé! Il vient : 


Mat (p; u(e)) = 'M(Mat (w; e)) M = ‘MI,M = 1, 


ce qui montre que la base u(e) est orthonormale. 


(*) En remarquant que, dans le cas n = 1, (e,, ...,e,) est la base vide. 
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— Preuve de üi}) = ii). — Supposons que ue) est une base orthonormale, 
ce qui implique que w est un automorphisme, que M = P“ et que 
Mat (@; u(e)) = 1, D'où : 1,.= ‘MI, M, qui est ii). 


CoROLLAIRE. — Soient e et e’ deux bases, la première orthonormale; on note 
M = P<. Alors e’ est orthonormale si, et seulement si 'MM = 1, 


On applique la proposition III à # e GL(E) tel que Mat(u;e) — M. 


REMARQUE IMPORTANTE. — Dans un espace quadratique de dimension finie, il n'existe pas 
nécessairement des bases orthonormales. 


13.5. Matrices orthogonales 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour toute K-matrice carrée M les assertions 
suivantes sont équivalentes : 


‘MM =1,; M'M=I,; M est inversible et M7! = ‘M. 


Toute K-matrice qui vérifie ces assertions est dite matrice orthogonale. 


Conséquence immédiate de I.9.4.6, 1°. 


REMARQUES. — a) Les matrices-unité sont orthogonales. 
b) M e M,(n) est orthogonale si, et seulement si "M est orthogonale. 


2° Interprétation des K-matrices orthogonales d'ordre n. — Dans K” 
rapporté à sa base canonique #, nous disposons de la forme bilinéaire symétrique 
canonique @, telle que Mat (p; €) = 1,; @ est non dégénérée et la base # est p- 
orthonormale. D'après 1.3.4, 2°, ue Z(K") est un automorphisme orthogonal de 
(K”, p} si, et seulement si son image Mat (u; &) par la bijection canonique de Z(K”) 
sur A K(n) est une matrice orthogonale. 

D'où les deux propositions, que l’on peut vérifier directement : 


PRoPosITION I. — L'ensemble des K-matrices orthogonales d'ordre » est un 
sous-groupe de GL,{(n), isomorphe à O(K”, @), qui est appelé groupe orthogonal de 
degré n sur K et noté O,(n). 


Prorosirion II. — Toute K-matrice orthogonale a pour déterminant 1 ou 
— 1. Les matrices orthogonales de déterminant 1 (resp. — 1) sont dites droites 
(resp. gauches). Les K-matrices orthogonales droites d'ordre # constituent un sous- 
groupe distingué de O,(n), isomorphe à © * (K", ), qui est appelé groupe spécial 
orthogonal de degré n sur K et noté Of(n). L'indice de O£(n) dans O,(n) est 2. 


REMARQUE. — Plus généralement OK{n) est isomorphe au groupe orthogonal de tout espace 
quadratique de dimension n possédant des bases orthonormales. 
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e On sait (1.3.4, 2°) que u € S(K") est un automorphisme orthogonal de 
(K",@) si, et seulement si w(e) est une famille @-orthonormale; or u(£) est, par 
définition la famille des vecteurs-colonnes de M = Mat (u; &). 

D'où, en remarquant que les vecteurs-lignes de M sont les vecteurs-colonnes 
de ‘M et que M est orthogonale si, et seulement si M est orthogonale : 


PROPOSITION IIL — Une K-matrice carrée d'ordre n, M = [u;;], est 
orthogonale si, et seulement si la famille de ses vecteurs-colonnes (resp. vecteurs 
lignes) est p-orthonormale, ce qui s’écrit : 


VG, EN? Ÿ œjau = 6% (symboles de Kronecker); 
ist 


(res VG DEN À au = ôu) 


ji 


REMARQUE. — Dans une matrice orihogonale droite (resp. gauche) chaque élément est égal (resp. 
opposé) à son cofacteur. 

Soit M = [x;;] une matrice orthogonale. En désignant par A;; le cofacteur de x;, dans M, et en 
utilisant (M = M°!, nous avons : 


dy = Mn = MX 5 = Au 
Ÿ Va D det M 


Or det M = E (resp. — 1). 


EXEMPLE. — L'étude des vecteurs-colonnes de la matrice réelle : 


32 1 2 
l 
M => 2 2 1 
3 
1,22: 2 
montre qu’elle est orthogonale. Elle est gauche puisque &,, = — 2/3 et A,, = 2/3. 


3° Matrices de passage orthogonales, — Soient (E, @) un espace quadrati- 
que possédant des bases p-orthonormales. Le corollaire du 1.3.4, 2° s’énonce : 


Soit e une base orthonormale de E. Une base e’ de E est orthonormale si, et 
seulement si la matrice de passage de e à e’ est orthogonale. 


13.6. Le groupe des similitudes d’un espace quadratique 


1° Le groupe des homothéties d’un K-espace vectoriel non nul E. 
— THÉORÈME. * L'ensemble des homothéties de E (endomorphismes de la forme À Id;, avec 
ke K\{0})} est un sous-groupe de GL(E), isomorphe au groupe multiplicatif K\{0}. 


Démonstration immédiate. Ê 
Notons que toute homothétie de E commute avec tout endomorphisme de E. 
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2° Similitudes. — Dans la suite du paragraphe (E, @) désigne un espace quadratique non nul de 
dimension finie ou infinie. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient u € GL(E) et à € K\{0}. On dit que v est une similitude de 
multiplicateur «, si, et seulement si le couple (4, a) vérifie les trois assertions équivalentes : 


ÿ VOyyeE? œlu(x) u(y) = apr pi: 
ü) VreE Du(x) = ax); 
iii) _# admet un adjoint et : u* ou = out = oIdg. 


Le lecteur vérifiera l’équivalence des trois assertions en s'inspirant de 1.3.4, 1°; il constatera 
l'unicité du multiplicateur d’une similitude (E Æ {0}). Q 
11 démontrera ensuite : 


PROPOSITION. — L'ensemble des similitudes de l'espace quadratique (E, p) est un sous-groupe de 
GL(E), on le note GO(E, +). Il admet pour sous-groupes distingués d’une part O(E, ), d'autre part le 
groupe des homothéties de E. 


C'est ainsi qu’en particulier O(E, @) est le noyau du morphisme de groupes de GO(E, œ) sur le 
groupe multiplicatif K\{0} qui à toute similitude associe son multiplicateur. 


3° Factorisation d’une similitude. — PROPOSITION I. — Le produit commutatif d’une homothétie 
Ad; et d’un automorphisme orthogonal v € O(E, y) est une similitude de E, dont le multiplicateur est un 
carré dans K. 


Il s’agit d’un automorphisme qui vérifie l’assertion ii) du théorème du 2°,aveca = À} © 


PROPOSITION IL — Si & est un carré dans K\{0}, toute similitude # de multiplicateur & se 
décompose, exactement de deux façons, en le produit commutatif d'une homothétie et d'un 
autormorphisme orthogonal. 


Les décompositions répondant à la question sont en effet, avec & — A2: 
u = (A ldg) o (AT lu) et u=(-— À Idg) c(— À lu) () 
4° Étude en dimension finie. — Ici dimE =n > 0. 
Soit ue GO(E, @), de multiplicateur &. D’après iii) : 
(det u)? = o7. 
Distinguons deux cas selon la parité de n. 


19 Cas: n = 2m + LE — Nous avons « = À?, avec À = x 7" det u. Nous disposons donc des 
deux factorisations (1). Nous avons : 


is Qu) = A Gm+DAgm 2 1 
det(— Alu) = (— 1) det (AT!) = — 1. 
D'où : À ‘'ueO'(E,pjet — À lue O7 (E, @). Il en résulte : 


PROPOSITION I. — Toute similitude d'un espace quadratique de dimension impaire se décompose, 
de façon unique, en le produit commutatif d'une homothétie et d’une rotation. 


2e Cas : n = 2m. — Nous avons & ” detue {— 1,1}. Posons : 


DÉFINITION. — Une similitude de multiplicateur x d’un espace quadratique de dimension 2m est 
dite directe si det u = «”, indirecte si det u = — a”. 


Nous étudierons plus spécialement les similitudes d'un espace euclidien au 2.3.6. 
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EXERCICES 


Les exercices indiqués par le signe (*) font appel à des notions de topologie ou d'analyse. 
On ne considère que des corps commutatifs de caractéristique autre que 2. 


LI — Soit Eun espace vectoriel sur le corps F, = Z/pZ(p :premier,tel que p > 2). 
Soit o une forme bilinéaire antisymétrique sur E. On définit la loi x sur E x F, par : 


Co) x (y, B) = (x + a + B + p0x, y) 


a) Montrer qu'il s’agit d’une loi de groupe. 
b) Quel est l’ordre d’un élément de E x F,? 


#22. — Soient E un R-espace vectorielet Dune application de E dans R vérifiant les 
deux conditions, s’appliquant à tout (x, y) e E? : 


a) D(x + y) + Dix — y) = 2(D(x) + D(y)). 
b) L'application t + {x + y) de R dans R est continue. 


Montrer que ® est une forme quadratique 


13. — Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies p > Oetn > 0, 
et soit @ une forme bilinéaire sur £ x F, de rang r. Montrer qu’il existe deux familles 
(dien, ©t (gen, de formes linéaires sur E et F respectivement telles que : 


VRDEEXF on = À AG 


ist 


14. — Soit @ une forme bilinéaire antisymétrique non nulle sur un K-espace vectoriel 
£ de dimension finie n > 0. Montrer qu'il existe une base (e,, .. .,e,) de E telle que, pour 
n ñ 
tous x = Y Ée,et y = Ÿ ne: 
i=1 


i=1 


= Éinz — Es + Esa — Es + € ban iam © B2mlam 
avec 2m < n. On commencera par montrer qu’il existe une famille libre (e,, e,) vérifiant : 
lee) =1 et A@A=E (avec À = Vect (e,, e)). 
15. — Étudier la forme quadratique sur R" dont la matrice dans la base canonique 
est Q = [w;;] avec successivement : 
daoj=i+i-l; 


b} = 4'4, où À est une matrice-colonne à n lignes; 
€) &;; = sin ({(i + j}a), (æ € R donné); 


d) ©; = cho; — &;), (1, ...,2,)e R° donné). 
1 
e) @;;, = -—— (calcul du discriminant, la forme est définie positive). 
+} 
1.6. — Rang et signature de la forme quadratique sur R" : 


a) D) = LEE; 
hJ 
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b} (x) = > É - Ep 


F<i 


c) D(x) = 5 E? + a À ,(@e R donné); 


ii 


ë 
=1 
0) n F2 
d) Dx) = À E7 - ( a) , (Gt, ..….,a,) e R" donné); 


b 
*e) D(x) = Lobé, avec a | SO dt, où (fin, est une famille libre 

bf a 
d'applications continues de [a, b] dans R., 


17. — Décomposer en carrés les formes quadratiques réelles : 

a} D(x) = E?7 + n° + C7 + 26 cos à + 2LE cos B + 2En cos y; 
b} D(x) = n6 + LE + En + GE + n + Er + ur 

ce) D(x) = En + n6 + Et + té; 

d) D(x) = LIÉE? + 10n? + 66? — Bnb + d£E — 12En; 

e) P(x) = JE? — 6n? — BC? + 6Ën + 18Er + 8nb + L2nT — dér. 


L8. — Soit E un K-espace vectoriel. Montrer que, pour toute peŸ,(E) les 
assertions suivantes sont équivalentes : 


i) Ve? (o(x, y) = 0) = (p(y, x) = 0); 
ii) (@ est symétrique} V (y est antisymétrique). 


19. — Soient E = .#gfn)etp:E x E = R (4,8) = tr(4B). 

a} Montrer que æ est une forme bilinéaire symétrique. Est-elle non dégénérée ? 

b) Montrer que toute matrice symétrique est w-orthogonale à toute matrice 
antisymétrique. 

Quelle est la signature de @ ? 

€} Soit (Mi pen, x n, la base canonique de E (1, 9.4.2, 1°). Montrer que les matrices 


1 
3 M5 + M} GpeN, x Ny et i<j 
et 


1 
JM M GRENXN, et i<j 


constituent (après indexation convenable) une base p-orthogonale de E. 

d) Soit 1e E* telle que (4, B} ++ 1 (AB) soit une forme bilinéaire symétrique. 
Montrer qu’il existe ke R tel que ! = ktr. 

e) Montrer que si AeEet Be E sont symétriques, alors : 


tr(4 + B} < /tr A? + |/tr B2. 


110. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie ñn > 0, et ® une forme 
quadratique sur E, de forme polaire +, de rang r. Étant donné 4e E, on considère 
lapplication : 

Y'E-K x + D(a)D(x) — (p(a, x)}2. 


Montrer que Ÿ est une forme quadratique sur E, de rang au plus égal à r. 
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111. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0,e une base de E, 
® une forme quadratique positive sur E; À le discriminant de ® dans la base e. 

a} Montrer que À est au plus égal au produit des éléments diagonaux de la matrice de 
® dans la base e. 

b) Montrer que, pour tout u e E*, le discriminant de ® + u? dans la base e est au 
moins égal à À. 


#12. — Soit 4, la (n,n) matrice réelle telle que (a;)), = min (i, j). 

a} Montrer que le polynôme caractéristique de 4, est scindé sur R. 

b) On pose : P,(X) = det (I, — XA,). 

Vérifier : 

PX)=(2-— X)P,_;(X) — P,_A(X) et  P,(2 — 2 cos 6) = 
En déduire les valeurs propres de 4,. 


€} Dans R” rapporté à sa base canonique, À, représente une forme quadratique ©,. 
Montrer que ®, est définie positive en utilisant une décomposition de Gauss. 
*Retrouver ce résultat en utilisant l’étude des matrices symétriques réelles (cf. ch. 2)... 


cos (2n + 1)8 
cos8 


113. — Soit S l'ensemble des matrices M € .#, (3) vérifiant : 
‘MAOM=OQ, où { désigne diag (1,1, — 1). 


a) Montrer que S est un groupe dont trois éléments sont : 


212 = 2) 4372 2: :2 
A=|1 22 |; B={-1 2 2 |, C=|1 -22 
24:52; +3 —2 23 2 23 


b) Résoudre en entiers positifs : 
x+ = 


On constatera d’abord que si (x, y, z) est une solution dans laquelle 0 < x < y < z 
et x, y, z sont premiers entre eux dans leur ensemble, alors 


fournit une solution de la même forme, avec Z > z. 


2.14. — Soit ® une forme quadratique sur R°, définie positive, donnée par sa matrice 
dans la base canonique, Q@ = [w;;]; eu. 
Montrer que l'application de R" dans R donnée par : 
" 
x X'(aas — 05) +2 X (@, Dj — DO )oie; 


i=t 1gi<jgn 
est une forme quadratique positive. Est-elle définie positive ? 
1.15. — Soient ne N, et (a), (b)), i € {0, 1, .…, 2n}, deux familles de réels. On définit 


®, et D, formes quadratiques sur R**! par : 


non 


Din = EL Lastt: ®(= ZT EX b,£é, 


iso j=0 i=0 j=0 
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i 
On pose, pour toutie{0, 1,...,2n},c;, = À Ciab,_ et on définit ®., forme quadrati- 
que sur R'*! par : = 0 


D,(x) = D > Ci br 


i=0 j=0 


Montrer que si ®, et ®, sont positives (resp. définies positives), il en est de même pour ®.. 


#16. — Soit À une matrice symétrique à coefficients réels; À ayant pour élément 
général 4;, on appelle mineur principal tout déterminant : 
dis c. ip 
a us à V@ 
D,=|"2 2p avec 1<p<n 
ani App 


a) Dans l'hypothèse où aucun de ces mineurs n’est nul, montrer l'existence d’une 
matrice diagonale À = diag(c,, ..., c,) et d’une matrice triangulaire supérieure T dont 
tous les éléments diagonaux sont égaux à 1, telles que À = !T A T. On montrera aussi les 
relations : 


=D G=DyJD, .., ce DD, 


b) Soit ® la forme quadratique sur R" rapporté à sa base canonique, définie par la 
matrice À. Montrer l’équivalence : 


i) ® est définie positive; 
i) VpeN, D,>0. 


(On pourra soit utiliser a} soit effectuer une démonstration par récurrence sur n.} 


117. — Soit À une (n,n) matrice réelle inversible. Montrer que toute forme 
quadratique réelle représentée par 4'A est définie positive. 


1.18. — Dans R' rapporté à sa base canonique on donne deux formes quadratiques 
positives par leurs matrices À = [u;;] et B = [b;;]. On pose : 
C=le;] et D=fd;] avec c;=aib; et d;;=exp(a;) 


Hi 


Montrer que les formes quadratiques représentées par C et D sont positives. 
Que peut-on dire si les formes quadratiques données sont définies positives ? 


119. — Soit [æ;];,.w: une matrice orthogonale à coefficients réels. Montrer 
| 
Da <n. 
LA] L 
ñ 
1.20. — Soient n réels E,, ..., 6, tels que } E? = 1. On pose 
Lu | 
A = Cal pens avec = Er 
Montrer que la matrice 24 — I, est orthogonale. 


1.21. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 3, ® et W des formes 
quadratiques sur E vérifiant : 


Vxe E\{0} D{x} + (x) > 0. 
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Montrer qu'il existe une base de E orthogonale à la fois par rapport à et par rapport 
à Ÿ. 


122. — Soient (E£, o) un K-espace quadratique de dimension finie et F un sous- 
espace de E totalement isotrope (relativement à œ). 
a) Soit G un sous-espace de E vériant : 


(dim G < dim F) À (F+ AG = {0}} 
Montrer que F n Gt % {0}, et qu'il existe x, € G* vérifiant : 
VxeFnGt x +xéFl@6. 
En déduire qu'il existe x, e F À Gt tel que x, + x, soit isotrope. 


b) On suppose en outre que G est totalement isotrope. Montrer qu'il existe un sous- 
espace totalement isotrope G’ de E vérifiant 


(G € G} A (FE nG' = {0}) À (dim G' = dim F) 
c) En déduire que l’on peut associer à F un sous-espace totalement isotrope F' de E 
vérifiant : 
(tn F'= {0} À (dim F' = dim F). 


*1.23. — Soit E l'espace vectoriel des formes quadratiques sur R”. Montrer que 
Fensemble des formes définies positives est un ouvert de E. 


*1.24. — On note E l'ensemble des x = (x,,...,x,}e R° vérifiant : 
ñ 
(VieN, x,> 0) A (S GS 1) 
ET 


a) Soit la forme quadratique sur R': x + D XX y 
ikj 


Calculer la borne supérieure sup D(x). 
xeE 


b) Soit À une partie de (N,)? telle que : 
Wien, GoéAA(GG)DEA Ge) 


On pose Dix) = Y xix; Calculer sup ®,(x). [On pourra commencer par démontrer 
te 4 xeE 
que si i # j et (i, j) # À, cette borne supérieure est atteinte en un point (x,,...,x,) où 


xx; = 0.] 


*1.25. — Soitnunnaturelimpairett + M(t)une application dérivable de R dans 
le.v.n., .#R{n), dont les valeurs sont des matrices orthogonales. Montrer que, pour tout 
te R, la matrice dérivée M'(r} est non inversible. 


2 
ESPACES EUCLIDIENS 


2.1. ESPACES PRÉHILBERTIENS RÉELS 


2.1./. Notion d'espace préhilbertien réel 


1° DÉFINITION. — On appelle espace préhilbertien (1) réel tout couple (E, 6), 
où E est un R-espace vectoriel et @ une forme bilinéaire sur E, symétrique, positive 
et non dégénérée (i.e. définie positive), qui est dite produit scalaire. 


Il s’agit donc d’un R-espace quadratique particulier. 


ProPosiTion. — Soient (E, @) un espace préhilbertien réel, et E’ un sous- 
espace vectoriel de E. Si @ désigne la restriction de @ à E' x E',alors(E”, g')estun 
espace préhilbertien réel. 


æ’ est une forme bilinéaire symétrique (1.1.1); comme , elle est définie 
positive. 


Notons que la proposition ne s'étend pas au cas où (E, pjest l'espace quadratique le plus général. 

2° Premières propriétés. — Soit (E, @) un espace préhilbertien réel. Nous 
noterons le produit scalaire (.|.), et nous écrirons E pour (E, (.|.)). 

a) Il n'existe ni vecteur isotrope non nul, ni sous-espace isotrope. 


Simple conséquence des définitions. 


b) Les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski s'appliquent; on 


dispose de la norme [|.|: x + \/(x|x), qui est dite norme euclidienne; tout 
vecteur de norme 1 est dit vecteur unitaire. 


*On considère E comme muni de la distance (x, y) [x — y}, et de la 
topologie induite par cette distance (III.3.1.7, 3°). Si l’e.v,n. (E, ||. ||} est complet, 
on dit que E est un espace de Hilbert réel; d’après IIL.3.1.5, 3° il en est toujours 
ainsi lorsque E est de dimension finie. 


c) THÉORÈME DE PYTHAGORE. — Pour tout système orthogonal (x, ..., x,) 
de vecteurs de E : 


1: 


m m 
2 x] = 2 Ixl 
k=1 k=1 


(*) Du nom du mathématicien allemand HILBERT (1862-1943), 
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Le premier membre s'écrit en effet : 


m 
m G; Lx) = > Ixell2. 
GENE 


k=1 


d) RÉCIPROQUE DU THÉORÈME DE PYTHAGORE. — Si (x;, x.) € E? vérifie : 
Ib + xl D 1x1? * lx2ll 


alors x, et x, sont orthogonaux. 


On utilise : [Ix, + x,ll2 = [Ix1ll2 + [xl + 2(xi 1x2). 


e) FORMULE DE LA MÉDIANE. — Pour tout {x,, x,)e E?, on a : 


li + xl? + li — xl = 2(1P11? + Ill? 


Il s’agit d’une propriété générale des formes quadratiques. 


f) Un système de vecteurs de E est libre si, et seulement si son déterminant de 
Gram est non nul. 


— On sait que le déterminant de Gram d’un système lié est nul. 
— Inversement soit x =(x;,,...,x,) un système libre. E’ = Vect (x) 
est un sous-espace de E de dimension m; soit ® la restriction de @ à E’ x E”. 
Comme ’ est non dégénérée, Gram,(x) qui est aussi Gram,(x) est non nul, 
d’après le corollaire I du 1.2.2, 2°. 


3° Endomorphismes remarquables d’un espace préhilbertien E. — Comme 
dans tout espace quadratique, nous disposons des notions d’adjoint d’un 
endomorphisme, d’endomorphismes symétriques et d’endomorphismes antisymé- 
triques, de projecteurs orthogonaux et de symétries orthogonales, d'automorphis- 
mes orthogonaux et de groupe orthogonal de E. 


D’après 1.3.4, 1° (propriété b)) les automorphismes orthogonaux de l'espace 
préhilbertien réel E sont les isométries (bijections conservant la distance) qui 
transforment © en lui-même, ce qui nous autorise à les appeler isométries 
vectorielles. 


PROPOSITION. — Si une isométrie vectorielle : d’un espace préhilbertien réel E 
admet une valeur propre, celle-ci est 1 ou — 1. 


Par hypothèse, il existe À e R et x e E\{0} tels que u(x) = Àx. Compte tenu 


de [u(x}| = |Ix{f, on a : [AN [xl] = [[xi. Comme x # O entraîne |[x|| # ©, il vient : 
M = 1 


2.1.2. Distance d'un vecteur à un sous-espace 
dans un espace préhilbertien réel 


Dans tout le paragraphe, E désigne un espace préhilbertien réel. 


Position du problème, — Pour tout sous-espace F de E, une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il existe un projecteur orthogonal sur F, pr, (et, donc, une symétrie orthogonale par rapport 
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à F) est (1.3.3, 1°) que F admette un supplémentaire orthogonal. Si F est de dimension finie, cette 
condition est remplie. *Nous allons montrer qu'elle l'est encore si F est complet (on rappelle que tout 
sous-espace de E de dimension finie est complet)... 

Nous étudierons la distance d'un vecteur a € E à un sous-espace F, à savoir : 


d(a, F) = inf |ly — all. 
YeF 


e ProposiTion |. — Soient a un vecteur et F un sous-espace de E. Pour tout 
xe F, les assertions suivantes sont équivalentes : 


ÿ (la — xi| = d(a, F); 

ia—-xerFt 

Il existe au plus un vecteur de F qui les vérifie. Si F admet un supplémentaire 
orthogonal, p-(a} est l'unique vecteur de F qui les vérifie. 


Soit xeF. Pour tout (À y}eR x F, nous avons : 
Ha — (+ pif — Ile — x = — 2A(a — x]n + KI (1) 


Si x vérifie i}, alors, pour tout y € F, le second membre de (1}ne prend que des 
valeurs positives, ce qui exige : 


VreF {a — x|y) = 0, c'est-à-dire : a—xeF!t. 
Si x vérifie ii}, alors, en faisant À = 1 dans (1) nous avons : 
VyeF a—(x+plf — la — xf > 0, 
et donc, puisque y + x + y est une bijection de F : 
fa — x] = d(a, F). 


Six'eFetx”eF vérifient ii), alors, par différence : x’ — x'eF nF!,ce 
qui exige x’ = x”. 
SiF@F!=E, on dispose du projecteur orthogonal p;. On constate : 


pr(a)eF et a — pr(a)e F1. 


e Avant d'aller plus loin, établissons un résultat qui nous sera très utile dans 
la pratique : 


ProposiTion IT. — Soient F un sous-espace de E de dimension finie »# > 0, 
e=(e,,...,e,) une base quelconque de F, et a un vecteur de E. Alors : 


d?(a, F) = (Gram(e))"!.Gram (a,e,,...,e,), G) 
les déterminants de Gram étant relatifs au produit scalaire. 


Nous disposons ici de p(a): d?(a, F} = |la'|?, avec a’ = a — p,(a). Le 
déterminant de Gram d'un système ne changeant pas lorsqu'on ajoute à un des 
vecteurs une combinaison linéaire des autres, À = Gram (a, e,,...,e,) est 
aussi Gram (a, e,, ...,e,). En désignant par M la matrice de Gram de e, et en 
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remarquant que a’ est orthogonal à chacun des vecteurs de e, il vient : 


{a'|a)0 0 


(SES 
A = det | = {ja]P. Gram (e) 
5 M 


0 


Or, e étant un système libre, Gram (e} est non nul. 


REMARQUE. — Sie est orthonormal (ce qui n’était pas nécessaire dans le calcul précédent) alors 
(13.3, 1°): 


Ê 


dia, F)= la — pt], avec pra) = Ÿ (ale)e; 

=1 
et: , 
d’{a, F) = Gram(a,e,, ..., en). 


*e PROPOSITION III. — Tout sous-espace complet F de E admet un supplémentaire orthogonal. 


— Soient ae E et x = d(a, F). D'après la définition d'une borne inférieure, il existe une suite 
Y = (Yihnen d'éléments de F telle que la suite (la — y,]l}en converge vers &. Montrons que y est une 
suite de Cauchy. 

Soit £ e R*. Il existe N(E) tel que : 


Vn > NE) <la-7}} <a +e (4) 
Pour tout couple (p, g) de naturels supérieurs à N(£), on a (formule de la médiane) : 


1 — Ya = — y) — (a — I = B—7 
Avec : 


B=2la- 4 +2la lé = 4le - 172.6, + 

On constate: B< 4x? +e) y > 4a°. D'où |ly, — vf & 4e. D 

— Dans l'espace complet F, la suite de Cauchy y admet une limite, que nous notons h. De 
lim y, = b, nous déduisons 

lim lle — y, = Île — bi. 

D'où : [lu — bl| = à, et (proposition 1}:a — beFl. 

— Ainsi, àtoutueE, on peut associer be F tel que « — be F1, On a donc E = F + FL. 
Compte tenu de F n Fl= {0}, il vient E = F @ FL. O 

Notons que nous disposons du projecteur orthogonal pF et que, pour tout a € Ë, b n'est autre 
que pr(a),. 


2.1.3. Notion d'espace euclidien 


1° DÉFINITION. — On appelle espace euclidien tout espace préhilbertien réel 
de dimension finie, non nulle. 
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2° Propriétés. — Soit E un espace cuclidien de dimension n > 0. Il possède 
toutes les propriétés d’un espace préhilbertien réel. En outre : 


a) L'application linéaire x + (.]|x), associée au produit scalaire est un 
isomorphisme de E sur E* (1.1.3, 1°) L'image d’une base orthonormale par cet 
isomorphisme en est la base duale. 

Cet isomorphisme est canonique, en ce sens qu’aucunc base n'intervient dans 
sa définition (il dépend cependant du choix du produit scalaire sur E). 


b} Pour tout sous-espace F de E, il existe un supplémentaire orthogonal, on a 
F'1 = F, et on dispose de la distance d'un point de E à F. 

€) Il existe des bases orthonormales de E et le procédé de Gram-Schmidt 
permet d'en construire (cf. 1.2.4, 2°). 


d) Toute famille orthonormale e’ peut être complétée en une base orthonor- 
male. 


Famille orthogonale ne comprenant aucun vecteur isotrope, e’ est une base 
de H = Vect (e’). Il suffit de lui adjoindre une base orthonormale de H!. 


e) Si e est une base orthonormale, pour tous x = Ÿ Ée;et y = Ÿ ne, : 
i=] i=l 


vieN, ë = (xle); (y) = Y En: Ill L ÿ É? 


i=l i=1 


f) Pour qu'un endomorphisme de E soit symétrique (resp. antisymétrique; 
resp. orthogonal}, il faut et il suffit que la matrice qui le représente dans une base 
orthonormale arbitrairement choisie soit symétrique (resp. antisymétrique; resp. 
orthogonale). 


3° ProrosiTion. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0. 
Pour munir E de sa structure euclidienne la plus générale, il suffit de choisir 
arbitrairement une base e de E, et de la considérer comme orthonormale, ce qui 
revient à adopter pour produit scalaire : 


(S bes D ne) ous » Em 


à = FAT 


Vérification immédiate. 


CAS PARTICULIER :R° EUCLIDIEN. — Il s’agit de R”, nr > 0, dans lequel la base 


canonique est considérée comme orthonormale (ie. de R" muni de la forme 
bilinéaire canonique). 


4° Coordonnées contravariantes, coordonnées covariantes. — Soient E un 
espace euclidien de dimension n > 0,e = (e,, ...,e,) une base de E, et x un 
vecteur de E. 
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a 
Nous savons que x est déterminé par x = Ÿ Éje;; nous dirons ici que 
isi 
E = En, est la famille des coordonnées contravariantes de x. 
Mais x est aussi bien déterminé par la famille & = (&;),,,, où a; désigne 
(e;| x}. En effet nous avons : 


VieN, (@lx) = Ÿ (le); 
i=1 
ce qui s’écrit matriciellement : 


% & 


% Er 
où Gest la p-matrice de Gram dee, (@ : produit scalaire): 


la matrice G est inversible et chacun des systèmes EË et æ permet de déterminer 
l'autre. 
On dit que « est la famille des coordonnées covariantes de x. 


Notons que la forme linéaire x* = (.]x) s'exprime au moyen des éléments de la base e* de E* 
Ê 


duale de e par x* = F5 (e;|xlef: elle admet donc & pour famille de coordonnées contravariantes 
ai 
dans e*. 


CoONSÉQUENCE. — Le produit scalaire du vecteur x de coordonnées 
covariantes (œ,,...,@,) et du vecteur x’ de coordonnées contravariantes 
(E,, .., E,) s'écrit : 

n 


DÉCÉEDE- 


i=1 


$° Orthogonalité et perpendicularité. — Soit E un espace euclidien. 
Rappelons (1.1.7, 4°) que deux sous-espaces F et G de E sont dits orthogonaux si, 
et seulement si tout vecteur de l’un est orthogonal à tout vecteur de l’autre, ce qui 
se traduit par l’une ou l’autre des assertions équivalentes F = Gt ou G © F*. 
Compte tenu de Fit = F et Gil = G on en déduit : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour tout couple (F, G} de sous-espaces de E, 
 F!et G* sont orthogonaux; ii) Ft & G; ii) G'cF 


sont des assertions équivalentes. Lorsqu’elles sont vérifiées on dit que F et G sont 
perpendiculaires. 


Notons que F et G sont à la fois perpendiculaires et orthogonaux si, et 
seulement s'ils sont supplémentaires orthogonaux. 


RAMIS. — Math. Spéc. 2. Algèbre 3 
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2.2. ENDOMORPHISMES SYMÉTRIQUES D'UN ESPACE EUCLIDIEN 


2.2.1. Diagonalisation d’un endomorphisme symétrique 


$ On pourrait théoriquement se dispenser de Pétude qui fait 
lobjet du présent paragraphe, en le considérant comme un 
cas particulier de la réduction d'un endomorphisme 
normal qui sera traitée au 2.3.7, mais cette démarche est 
déconseillée au lecteur débutant. 


LEMME. — Soient E un espace euclidien, et u € Z(E)symétrique (relativement 
au produit scalaire). Alors le polynôme caractéristique de z est scindé sur R. 


Soit e une base orthonormale de E. La matrice M = Mat(u;e) est 
symétrique, à éléments réels. Considérée comme élément de .#c{n), M a des 
Valeurs propres. Soit À l’une d'elles: il existe une matrice-colonne non nulle, 
X EM cn, 1), telle que MX = ÀX. M étant à éléments réels, on a: MX =2X, 
où X e Men, 1) est déduite de X en remplaçant les éléments par les complexes 
conjugués. On calcule : 


@ — AJXX = AX)X — IXAX) = (MX)X — 'X(MX) 
= 'X(M — M)X = 0. 
Comme ‘XX 4 0, on en déduit à — À = O0, c'est-à-dire AeR. 


THÉORÈME. — Soit # un naturel non nul. Pour tout espace euclidien E de 
dimension n, et tout endomorphisme symétrique u de E, il existe une base 
orthonormale de E formée de vecteurs propres de # (en d’autres termes : E est 
somme directe orthogonale des sous-espaces propres de u). 

(On dit que u est diagonalisable dans le groupe orthogonal de E.) 


Il s’agit de vérifier une assertion #,. Raisonnons par récurrence. 

— Ilest évident que æ, est vraie. 

— SoitmeN,telquem > 2. Nous supposons que #,,_, est vraie. Soient E 
un espace euclidien de dimension m, et u en endomorphisme symétrique de E. 
D’après le lemme, # admet au moins une valeur propre, À e R. Soite, un vecteur 
propre unitaire associé à À. Re, est un sous-espace de E stable par u, et donc, 
d’après la proposition V du 1.3.2, 1°, (Re)! est stable par u* = u. L’endomor- 
phisme uw’ de (Re,}* induit par w est visiblement symétrique; d’après 2,,-,, il 
existe une base orthonormale (e,, ..., e,) de (Re,}! formée de vecteurs propres 
de uw, et donc de u; nous constatons que (e,,e,,...,e,) est une base 
orthonormale de E formée de vecteurs propres de u. 

Pour obtenir dans la pratique une base orthonormale de E formée de 
vecteurs propres de u, il suffira donc de rechercher une base orthonormale de 
chaque sous-espace propre de . 
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CORoOLLAIRE. — À toute matrice symétrique réelle M, on peut associer une 
matrice orthogonale réelle S et une matrice diagonale réelle D telles que 
M = SDS”!. 


Soit u l’endomorphisme de R” (muni de sa structure euclidienne canonique) 
qui est représenté par M dans la base canonique # (qui est orthonormale). D'après 
le théorème, il existe une base orthonormalee de R"telle que D = Mat (u; e)soit 
diagonale; S — P? est orthogonale et D = S7!MS. 


2.2.2. Orthogonalisation d’une forme quadratique 
dans un espace euclidien 


1° Soient (E, @) un espace euclidien de dimension n > 0, et W une forme 
quadratique sur E, de forme polaire 1. 


— D’après 1.3.2, 3°, u = d, * o d, est un endomorphisme @-symétrique de 
E; u est donc diagonalisable, et (1.3.2, 4°) il existe une base de E à la fois o- 
orthonormale et \-orthogonale. 


— Retrouvons directement le caractère symétrique de u en reprenant : 
VE y) = dy x) = d,(u(p}, x» = px u(y)). 
Pour toute base @-orthonormale e de E, et tout (x, y}e E? : 
VX, y) = ©X (Mat (u; e)r. 


Il en résulte : Mat (Y;e) = Mat (u;e). 

Ainsi u est représenté par une matrice symétrique dans toute base 
orthonormale de E; il est donc symétrique, et il existe une base @-orthonormale 
de E dans laquelle w, et donc \, est représenté par une matrice diagonale. 

— En utilisant en outre 1.2.3, 2°, nous pouvons énoncer. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (E, o} un espace euclidien, et Y une forme 
quadratique sur E, de forme polaire 1. Il existe une base de E à la fois p- 
orthonormale et \s-orthogonale. La matrice qui représente \ et Y dans une telle 
base s'écrit À — diag {A,, ..., À,), où (À,, ..., À,) est un système de racines du 
polynôme caractéristique (scindé sur R) de l'endomorphisme # = 4, ' °d,,; on dit 
que ces valeurs propres (distinctes ou confondues} À, . .., À, de usont les invariants 
de \ par rapport à ®. 

La signature de Ÿ est (p, q), où p (resp. g) est le nombre des invariants 
strictement positifs (resp. strictement négatifs). 


(On dit que # est réductible dans le groupe orthogonal de (E, œ)). 
Notons que, sans effectuer la réduction effective, on peut obtenir les invariants en les considérant 


comme les valeurs propres de la matrice symétrique qui représente W dans l’une quelconque des bases 
@-orthonormales de E. 
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EXEMPLE. — Réduire dans le groupe orthogonal la forme quadratique W déterminée dans E, 
euclidien rapporté à e = (e,, e,. e;} orthonormale par : 


3 
“( 2 s«) = ES + 3É — 3E$ — BE, + 2Eib — AEEs. 
k 


=1 


X -1 2 — 1 
2 X —3 4 = X(X — 6)(X +5). 
= 4 X +3 


On constate tout d’abord que la signature de W est (1, 1}. 

On détermine des vecteurs propres unitaires e’, e,, e, associés aux valeurs propres À, = 0, 
A = 6,4, = — Sdeu;e = (e,,e,e,)est une base g-orthonormale de E dans laquelle 4 et \ÿ sont 
représentés par À = diag (0, 6, — 5). Le lecteur vérifiera que l'on peut adopier : 


3 
Ainsi : F[ Y ga) = 662 — 56). 
=1 


2° APPLICATION. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n => 0, 
et Ÿ une forme quadratique sur E. La signature de Ÿ est (p, g) où p (resp. q) est le 
nombre des racines strictement positives (resp. strictement négatives) du polynôme 
caractéristique de la matrice symétrique qui représente Ÿ dans une base 
arbitrairement choisie, e, de E. 


Soit (E, @) l’espace euclidien obtenu en convenant que e est une base ®- 
orthonormale. On se trouve ramené au théorème du 1°. 


UN EXEMPLE IMPORTANT. — Étude de Ye Q(E,) déterminée dans une base 

quelconque (i, j) par : 
Et + nm + aË? + 2bEn + en2. 
Ici: 
a b à ; 
Q = : et XX) = X? —- (a+ c)X + A avec À = ac — b?. 
€ 

Les racines À et u de %, sont liées par : Àu = ac — b?,h + pu = a + c. En 

utilisant 1.2.3, 2°, on obtient la discussion : 


1“ Cas: À > 0 (ce qui exige ac > 0}. Selon que a > 0 ou a < 0, la 
signature de Ÿ est (2, 0} ou (0, 2), et la forme est définie positive ou définie 
négative. 
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2° Cas : À < 0. La signature de Ÿ est (1, 1}. Il existe deux formes linéaires 
indépendantes sur E,, f et g, telles que Y = f? — g2. 

3 Cas: A=0 et a + c # 0. La signature est (1,0) ou (0,1); Ÿ est 
dégénérée. On peut écrire Y = f? ou W = — f?, avec f e E*\{0}. C'est ainsi 
que l'on pourra utiliser : 


FE, n)=a (6 +bn) si a #0 et FE, 1) = cn° 
si a = 0 (et donc b = 0). 
4° Cas: À = 0et a + c = 0. Ici a = b = c = 0; la forme est nulle. 


3° Orthogonalisation simultanée de deux formes quadratiques. — Soient E 
un R-espace vectoriel de dimension finien > 0, ® et W deux formes quadratiques 
sur E, de formes polaires q et \. On suppose que ® est non dégénérée positive. 

Il suffit de munir E de la structure d'espace euclidien (E, @) et d'appliquer le 
théorème du 1°, pour constater qu'il existe une base de E à la fois o- 
orthonormale et \-orthogonale. 


Dans la pratique, ® et W sont données par leurs matrices 4 et B dans une base arbitrairement 
choisiee de E. L'endomorphismeu = d,' + d, (qui est nécessairement symétrique) est déterminé par 
Mat (ue) — A71B (cette matrice n'est en général pas symétrique). 

On calcule les valeurs propres À, ..., À, de u et on détermine une base e’ de E vérifiant les 
conditions : 

VRDENZ pese) = Gun  VREN, ue) = Mer 


(On sait que cela est possible). 


2.2.3. Projecteurs orthogonaux, symétries orthogonales 
dans un espace euclidien 


Soit E un espace euclidien de dimension n > 0. Pour tout sous-espace F de 
E — qui est de dimension finie — nous disposons du projecteur orthogonal p,et 
de la symétrie orthogonale s,; celle-ci est une isométrie vectorielle (1.3.4, 1°). 

1° Soient (e,, ..., e,} et (e,,, 1, .. ., e,) deux bases quelconques de F et de 
Ft; e = (e,,...,e,) est une base de E, et on a: 


Mat (p;;  =[} di Mat (sie) =[ le on ] 


nm 
On en déduit det s, = (— 1}°7”, ce qui montre que la symétrie orthogonale s, est 
une rotation si, et seulement si la codimension de F est paire. On pose : 


DÉFINITION. — Toute symétrie orthogonale par rapport à un sous-espace de 
codimension 1 (resp. 2) est dite symétrie hyperplane (resp. retournement). 


Un retournement est une rotation; une symétrie hyperplane n’en est pas 
une. 
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EXEMPLE. — Détermination de p,; et s4, où H est un hyperplan de E. 
Soit © un vecteur non nul de la droite D = H1. Pour tout xeE : 
Polx) = MO;  pulx) = x — À; 
Sp(x) = — x + 2m; Sax) = — Sp(x), 
{xl®) 


À ER étant déterminé par (p4(x)}|@) = 0, à savoir À = I fé 
ko 


2° Produit de symétries orthogonales. — THÉORÈME. — Le produit des 
symétries orthogonales par rapport à deux sous-espaces perpendiculaires H, et H, 
(resp. à deux sous-espaces orthogonaux D, et D) de E est commutatif; c'est la 
symétrie orthogonale par rapport à 4, © H, (resp. (D, + D,}1). 


Donnons-nous deux sous-espaces perpendiculaires H, et H, de E, ce qui 
équivaut à se donner deux sous-espaces orthogonaux D, et D,,avec D, = Het 
D, = H:;,H; NH, quiest aussi (D, + D,)! est noté F. Nous disposons ainsi 


L FA 
de la somme directe orthogonale E = D, ® D, @ F, et nous constatons que 
chacun des produits de symétries orthogonales : 


Sa,° Say Sa, ° Sa Sp, © Spy Sp, * Sp, 


laisse invariant tout vecteur de F, change en son opposé tout vecteur de D; et tout 
vecteur de D, et coïncide donc avec la symétrie orthogonale s,. 


RÉCIPROQUE. — La symétrie orthogonale par rapport à un sous-espace F de E 
peut être considérée comme le produit commutatif des symétries orthogonales par 
rapport à deux sous-espaces perpendiculaires de E contenant F (resp. à deux sous- 
espaces orthogonaux de E contenus dans F!} dont l’un peut être arbitrairement 
choisi, l’autre étant alors uniquement déterminé. 


On se retrouve en effet dans la situation du théorème direct en choisissant 
un sous-espace D, de F!, en désignant par D, le supplémentaire orthogonal de 
D, dans F!, et en notant H, = Di, H, = Di. 

Le lecteur vérifiera, pour terminer : 


PROPOSITION. — Pour tous sous-espaces F et G de E tels que F = G: 


SF SG = SG Sr = Soi 


2.3. LE GROUPE ORTHOGONAL D'UN ESPACE EUCLIDIEN 


2.3.1. Préambule : orientation d’un R-espace vectoriel 


1° Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > O, pus nécessaire- 
ment euclidien. 
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On rappelle que : 


— Pour tout couple (e, e’) de bases de Æ, la matrice P? est inversible, et donc 
de déterminant non nul; 
— Pour tout triplet (e,e’, e”) de bases de E, on a: 


Pe=l,; Pé=(P is Pi = Pepe (D 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Sur l’ensemble des bases de E, la relation binaire 
définie par «e #e’ signifie det P£ > 0» est une relation d'équivalence. 
L'ensemble quotient E/ est formé de deux éléments qui sont dits orientations de 
E; orienter E c’est distinguer l’une des orientations. 


Le fait que Z est une relation d'équivalence résulte de (1) et des propriétés 
des déterminants. 

D'autre part, £ = (£,,€,, ...,E,) étant une base arbitrairement choisie, 
e = (— 21,8, ..., €,) est une base telle que det (P*) — — 1; pour toute basee, 
on a donc soit e Z £, soit e  £’. 


e Propriétés de l'orientation. — a} Dans la pratique, on oriente E en 
choisissant une base £, et en convenant de dire que les bases qui appartiennent à la 
même orientation que £ sont les bases positives (ou directes), les autres étant les 
bases négatives (ou rétrogrades). 


b) Toute permutation de signature 1 (resp. — 1) sur les vecteurs d’une base 
fournit une base appartenant à la même orientation (resp. à l'orientation différente). 
c) Pour tout u e GL(E), les bases 


e=(e,,...,e,) et u(e) = (u(e;), ..., u(e,)) 


appartiennent à la même orientation si, et seulement si det u > 0. 
En effet, det P* est ici det u (L.10.2.2). 


2° Comparaison des orientations de deux sous-espaces supplémentaires. — 
Soient F et F' deux sous-espaces supplémentaires de l’espace E ; on suppose que 
E, F, F' sont orientés. 

Pour tout couple (e = (e,,...,e,).e" = (e,,,,,...,e,)) de bases de F et F', 
onnotee Ue’ la base (e,, ..., e,) de E. Si on considère un second couple (f, f'), 


on constate : 
ee PL 0 
pote | 
Oo P£- 


DÉFINITION. — Les orientations de F et F’ sont dites concordantes si, et 
seulement s’il existe un couple (e, e’) de bases positives de F et F' telles que e L e’ 
ete’ Ue soient des bases positives de E. 


Ceci justifie : 


C'est ainsi que, dans E, orienté, les orientations d’un plan P et d’une droite 
D (non contenue dans P) sont concordantes si, et seulement s’il existe des bases 
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positives {i, j) de P et (k) de D telles que (i, j, k) soit une base positive de E; ((k, i, j} 
est alors positive); on dit encore dans ce contexte que « P a été orienté par le 
vecteur k de D ». 


3° Cas d'un espace E euclidien. — Deux bases orthonormales, e et e’, 
appartiennent à la même orientation si, et seulement si la matrice orthogonale P£ est 
droite. 


2.3.2. Notations 


1° Jusqu'à la fin du présent chapitre 2, E désigne un espace euclidien dont la 
dimension, non nulle, sera notée n (il nous arrivera d’ailleurs d'écrire E, pour E); 
pour n — 1 (resp. ñn = 2) nous parlerons de droite euclidienne (resp. plan 
euclidien). 

E ne sera considéré comme orienté que lorsque cela sera dit explicitement. 

2° Le groupe orthogonal ou groupe des isométries vectorielles de E sera noté 
O(E) ; le groupe spécial orthogonal ou groupe des rotations de E sera noté O*(E); 
les éléments de O (E} — O(E)\O'(E) seront appelés isométries vectorielles 
indirectes (ou négatives). 

Notons que O7(E) n'est pas un groupe et que, # désignant un élément 
arbitrairement choisi de O7(E), on a : O (E) = u « O'(E). 

Rappelons enfin que le choix d’une base orthonormalc de E détermine un 
isomorphisme de O(E) sur le R-groupe orthogonal de degré n, qui sera noté Ofn). 
Le R-groupe spécial orthogonal de degré n sera noté O *{n). 

3° Nous nous proposons d’une part d'étudier la structure d’un élément de 
O(E,), d'autre part de rechercher des parties génératrices du groupe O(E,). 

Le cas n = 1 ne présente aucune difficulté. En effet : 


0) = {[1],C—1]};  o*(i) = {11} 
et donc, par isomorphisme : 


O(E;) = {Id;, Ide,}, O*(E;) F {ld, }. 


2.3.3. Étude de O(E,) et de O'(E;) 


1° Les groupes O(2) et O*(2] — U désignant {zeCl|1 = 1}, nous 
démontrerons dans le cours d'Analyse, au 1V-3.,3.1 : 


THÉORÈME. — Tout morphisme continu du groupe (R, +) dans le groupe(U, .) 
est de la forme : + ef, € R. Le morphisme { + ef induit un isomorphisme du 
groupe (R/2x7, +) sur le groupe (U, .). 


Il en résulte que, pour tout (a, b)e R? : 


(@?+b?=1) & (GOER/2nZ (a = cos) À (b = sin8)} 
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étant entendu que cos 8 (resp. sin 0) désigne cos @ (resp. sin où pe R est l’une 
quelconque des déterminations de 8 e R/27Z (ce que nous écrirons : 8 = pet 
aussi : 0 = (mod 2r)). 

e Une matrice Se.#.{2)} est donc orthogonale si, et seulement si ses 
vecteurs colonnes sont unitaires, ce qui s'écrit : 


cos@ cos 4 


1(8, 9e (R/277}? : 
MERE) $ js sin 8 


et orthogonaux, ce qui s'écrit : 


cos (0° — 8} = 0. 


Comme, d'autre part : det S = sin (0° — @), nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME. — O(2) est l'ensemble des matrices : 


see — esin 8 
_ [sin0 ecos0 | 


avec : 
8e R/2rZ et £sef— 1,1} 


O*(2) et O7(2) sont respectivement les ensembles des matrices inversibles : 
cos8 —sin0] . : cos8 sin@ 
S =. et 8= |. Û 
sin@ cose sing —cos8 
8€ R/2rZ. 
Le lecteur vérifiera que, pour tous 8, 8’ et « dans R/27Z : 


SeSe = See: (Sd 7! = S_: (SD) 'SS, = Se @ 
Su = Sos (SJ = (SJ SES, (À 


cos œ cos (8 + a) , [cos a cos (8 — à) 
Sol a ; S| . = |. G) 
sin sin (8 + à} sin sin (8 — a) 
(Pour établir la dernière des formules (2), il utilisera S°S, € O7 (2)). 
e De (1) résulte : 


avec : 


et : 


PROPOSITION. — L'application 9 + S, est un isomorphisme de groupes de 
(R/27Z, +) sur (0 * (2), .}; ce dernier groupe est donc commutatif, et isomorphe à 
CU, .) 


2° Étude d'un élément de O(E,). — Soit E, un plan euclidien : 


PROPOSITION I. — Les isométries vectorielles indirectes de E, sont les 
symétries orthogonales par rapport aux droites de E;. On les appelle symétries 
axiales. 
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Les droites de E, étant les sous-espaces de E, de codimension impaire, il 
résulte de 2.2.3 que : 


— toute symétrie orthogonale par rapport à une droite de E, est une 
isométrie vectorielle indirecte ; 

— représentée par un élément de O (2) dans une base orthonormale, toute 
isométrie vectorielle indirecte de E, est involutive d’après (2); c'est donc une 
symétrie orthogonale par rapport à une droite de E,. 


Proposirion 11. — Toute rotation de E, peut être considérée comme le 
produit de deux symétries axiales dont l’une peut être choisie arbitrairement. 


Soit reO'(E,) Choisissons arbitrairement seO7(E,;) et posons : 
ros=s,sor= ss". Nous avons, compte tenu des! =5: 


r=sos, r=sos"; s'eO'(E,) s'eO"(E;). 


Notons que sir = Id,, alors s = sets" =. 


PROPOSITION III. — Soient e et e’ deux vecteurs unitaires de E.. Ilexiste une, et 
une seule rotation (resp. symétrie axiale) de E, qui transforme e en €’. 


Soit (e,, e,) une base orthonormale de E.. Il existe deux uniques éléments & 
et &’ de R/27Z tels que : 


e =e,cosa +e,sina;, e=e;cosx +e,sinæ. 
— D’après (3), r e O '(E;) vérifie r(e) = e’ si, et seulement si : 
Mat (r; (61,22) = So avec 8 = — à, 
ce qui détermine r de manière unique. Notons que : cos 8 — (ele). 


— D’après (3), s e O7 (E;) vérifie s(e) = e’ si, et seulement si : 


Mat(s;(e,e)= S avec 6 = a + a. 


On peut dire que le groupe O*(E,) opère fidèlement et transitivement sur 
l'ensemble 4 des vecteurs unitaires de E, (1.2.5.2, 2°). 


3° Le groupe O*(E,) — Le choix d’une base orthonormale e du plan 
euclidien E, détermine un isomorphisme de groupes de (O*(E;), «)sur(0*{(2), 
et donc, d’après la proposition du 1°, un isomorphisme de groupes de (0 *(E,), ‘) 
sur (R/2x7, +); le groupe des rotations de E, est ainsi commutatif, ce qui résulte 
d’ailleurs de la formule S,5, = Se, du 1°. 

Ce qui est remarquable c'est que, sous une réserve que nous allons préciser, il 
existe un isomorphisme canonique de O *(E,) sur R/2rZ. Démontrons eneffet : 


PROPOSITION. — Soit r une rotation du plan euclidien E, orienié. La matrice 
orthogonale droite qui représente r dans une base orthonormale appartenant à une 
orientation donnée est indépendante du choix de cette base. 


Soient e et e’ deux bases orthonormales. Posons : Mat (r:e) = S4 
— $ie et e’ appartiennent à la même orientation, P£ est une matrice 
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orthogonale droite S, et, d’après (1) : 
Mat (rie) = (5371508, = Se 


— Sie et e’ appartiennent à des orientations différentes, PS est une matrice 
orthogonale gauche S4 et, d’après (2) : 


Mat(r;e) = (571508 = S_ 


Nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Le plan euclidien E, étant orienté, on détermine 
un isomorphisme canonique de (O0 *(E), <) sur (R/2rZ, +) en associant à toute 
rotation r e O*(E,) l'unique élément 8 € R/2xZ tel que r soit représenté par S, dans 
toute base orthonormale positive de E,. On dit que 6 est la mesure de r dans E, 
orienté. Si on transpose les orientations de E;, cette mesure est remplacée par 
l'élément opposé de R/277. 


Notons qu’exceptionnellernent la mesure de Id, (resp. — Id.) est toujours 
Ü (resp. 1). En effet, pour toute base orthonormale e : 


Mat (Id,,:e) = 1, = So: Mat(—- Id, :e = —-1,=S; 


2.3.4. Angles 


1° Angle orienté de deux demi-droites de E,. — Soit E un espace 
préhilbertien réel. On appelle demi-droite de E toute partie de la forme d = R,x, 
où x est un vecteur non nul de E, qui est dit vecteur directeur de d. Toute droite de 
E est ainsi la réunion de deux demi-droites « opposées », notées d et — d. 

La demi-droite R, x admet un, et un seul vecteur directeur unitaire, à savoir 
x/|Ix]| ; il existe donc une bijection de l’ensemble # des vecteurs unitaires de E sur 
l'ensemble ® des demi-droites de E: Étant donnés (d, d')e 3? et ue O(E), u 
transforme d en d” si, et seulement si u transforme le vecteur unitaire de d en celui 
de d!. 

e Revenons à un plan euclidien E,. D’après la proposition III du 2.3.3, 2°,le 
groupe OT (E,) opère fidèlement et transitivement sur ® et, par bijection, sur . On 
en déduit aisément les deux résultats suivants, dont la démonstration est laissée 
au lecteur : 


THÉORÈME ET DÉFINITION [. — La relation binaire .#° définie sur Z? par : 
(di, di) N (ds, ds) re O*(E,) (d, = r(d;) À (44 = r(d:)) 


est une relation d'équivalence. Les éléments de l’ensemble-quotient 4 = 2?/# 
sont appelés angles orientés de demi-droites ; l'angle représenté par (d, d'} se note 
dd! 

PROPOSITION 1 — Pour toute rotation reO*(E,) l'ensemble 
{, d')e &°Id' = r(d)} est un angle orienté de demi-droites, qui est dit angle de la 
rotation r; en le notant \(r) on détermine une bijection 4 de O*(E,) sur 4. En 
posant : 


V@,a)e@ a+a = Ylv '(a) y {a 
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on définit sur © une addition, telle que ÿ soit un isomorphisme de (0 *(E;, +) sur 
(&, +), qui est ainsi un groupe commutatif, 


Dérinirion. — L'angle orienté associé à la rotation — Id, est dit angle plat, 
et noté p. 


REMARQUE. — La relation d'équivalence #° peur s’écrire : 
(di, d2) # (ds, da) = 1peO*(E;) (3 = p(di)) À (da = pi). 
En effet, pour tout (d,, d:, d3, d,) e 2%, on peut noter p, pr, r' les rotations déterminées par : 
di = pis ds = pl} di =rds),  d4 =r(d3). 


La rotation qui transforme 4, en d, s'écrit r’ » p, et aussi p' » r. Compte tenu de la commutativité, on 
a:rop=rep.Tout élément d’un groupe étant régulier,onar = rsiet seulement si l’on a p' = p. 


Propriétés des angles orientés de demi-droites. — Pour toutes d, dans 2 : 

did; =0ædi=d; dvd =pe di = 4; 

ü) di, d, = — dd; 

ii) di, d, + did, = dj, d, (formule de Chasles); 

iv) de de = dd, + dids = dy du: 

) VreO*(E2) ri), rn) = di de; 

vi) VseO(E) sd), sd) = — di, à. 

Toutes ces propriétés résultent de l'étude qui précède, à l’exception de la 
dernière, dont voici la justification : 

Soit r la rotation telle que r(d,) = d,. On peut écrire : 


sd) ={(sores Ms(d)]] etdonc sd) =r [dl 


{en effet, d’après la formule {2} du 1°:sor0s 1 =#r 1), Q 


Mesure. — Tout comme pour les rotations, on peut définir les angles 
orientés de demi-droites sans orienter E,, mais la nécessité d'orienter s'impose si 
l'on veut mesurer ces angles. 


PROPOSITION II. — E, étant orienté, en associant à tout angle orienté de demi- 
droites, a, la mesure 6 de la rotation \7'(4), on détermine un isomorphisme 
canonique de groupes de (4, +) sur (R/27Z, +); on dit que 8 est la mesure de a. 


Cette mesure est changée en l'élément opposé de R/2rZ si l’on transpose les 
orientations du plan. On notera cependant que les mesures de l'angle nul et de 
l'angle plat sont toujours 0 et 7. 


CONVENTION. — On note (d, d')la mesure, dans E, orienté, de l’angle orienté 
dont un représentant est (d, d’). 


Dans la pratique le contexte permet de distinguer la mesure du couple. 


23.4 GROUPE ORTHOGONAL D'UN ESPACE EUCLIDIEN 67 


L'équation nx = a dans 4 (resp. ox = rdans 0* (E2)]. — La résolution de 
cette équation — dans laquelle ne N* et a e Æ (resp. r e O*(E,)} sont donnés — 
se ramène, après qu’on ait orienté E;, à la résolution dans R/2rZ de l'équation 
ny = 6, où 8 désigne la mesure de a (resp. r). 

peR désignant une détermination arbitrairement choisie de 8, cette 
dernière équation admet n solutions, et n seulement, à savoir : 


2k 
LE T (mod 2m), avec ke{0,1,...,n-—1} () 
n n 


a 
L’équation nx = a [resp. + x = r] admet donc pour solutions les n angles 
[resp. les n rotations] dont les mesures sont données par (1). 


Proposirion JL. — Soit ne N*. Étant donné deux demi-droites 4 et d’ de 
E,, il existe exactement n demi-droites de E, vérifiant l'équation n# 4,5 = dd, à 
l'inconnue 6 € 2. 

Ce sont les demi-droites 6, définies dans E; orienté par : 


2k 
(d,89 =? + T(mod2n, ke{0,1...n-1} (2) 
h R 


où désigne une détermination arbitrairement choisie de (d, d’). 


Conséquence immédiate de l'étude qui précède. 


Les angles droits de demi-droites. — Pour n = 2, la formule (1) montre que 
l'équation 2x = a [resp. x ° x = r] admet deux solutions de la forme b et b + p 
[resp. u et — u), où p désigne l’angle plat et où — u = (— Id,) ou. 

En particulier, si a = O[resp.r = Id;], les solutions sont 0 et p [resp. Idset 
— Jd;]. L'étude du second cas particulier : a = p [resp. r = — Id,] conduit à 
énoncer : 


THÉORÈME ET DÉFINITION II. — Les solutions de l'équation 2x = p [resp. 
xex= — Id,] sont les angles 6 et 8 + p [resp. les rotations p et — p] dont les 
mesures dans E, orienté sont x/2 et — x/2; on dit que à et © + p sont les angles 
droits de demi-droites. 


Distinguer l’une des solutions de 2x = p et la désigner par à équivaut à 


orienter E,. Dans ce cas, si deux demi-droites d et d’ de 2? vérifient dà = Ô, 
on dit que d’ est directement orthogonale à d. 


APPLICATIONS. — On suppose que E, est orienté. 
a) Pour tout (e,, e,)e ®? les assertions suivantes sont équivalentes : 


i) (e1, €} est une base orthonormale positive (resp. négative); 

ii} La rotation qui transforme e, en e, est p (resp. —p); 

il) (R+e1, R:62) est un représentant de à (resp. à + p}. 

L’équivalence de ii) et iii} est évidente. Prouvons celle de i) et ïi}. Soit r la 
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rotation qui transforme e, en e,; sa mesure 0 vérifie cos @ = (e, |e2);(e1, e2) est 
donc une base orthonormale si, et seulement si cos 6 = 0, ce qui s’écrit 
8e{x/2, — n/2}, ou encore re {p, — p}. 

__Cette condition étant remplie, on a Mat (r;(e,,e,)) = S,, et la mesure de r 


est x/2 ou — x/2 selon que la base orthogonale (e,, e,) est positive ou négative. 


b) La rotation de mesure 8 s'écrit r(8) = (cos 8) Id£ + (sin 6)p. Résulte de : 


s of, ]+smoft 7e 
= € È 
8 OS di sin i à 


c) Étant donné (d, d'}e 2?, les deux solutions de l'équation 24,8 = @, à), 
qui s'écrit d,8 + d,5 = Ô sont des demi-droites opposées, dites bissectrices du 
couple de demi-droites (d, d”); leur réunion est l'axe de la symétrie qui échange d et 
d'. 

Simple conséquence de (2) et de la propriété vi) des angles de demi-droites. 


Angle orienté de deux vecteurs non nuls de E,. — DÉFINITION IL. — On 
appelle angle orienté des vecteurs non nuls x et x’ de E,, et on note x, x’, l'angle 


orienté d,d’, où d = R,xetd = R,x';dansE, orienté, sa mesure est notée (x, x’). 
Soient e = x/||x|] et e = x’/|x'|| les vecteurs unitaires de d et d’. L'égalité 
cos (d, d’) = (e|e’) donne : 
1x) 
Alt 111 


cos (d, d') = cos (x, x’) = 


6) 


Pour obtenir sin 8, avec@ = (d, d'}, introduisons les coordonnées (6, n}et (£, n') 
de x et x’ dans une base orthonormale positive arbitrairement choisie de E,; 
(À, Li) et (À’, ) désignent les coordonnées de e et e’ dans la même base. A partir 


de : 
F]-[e le A 
u'] [sine cos8[[u] Lucos 0 + À sin 6 


on calcule le déterminant : 


À À . = À 
| = sin6 = sinô 
u H u 
D'où : 
sin (d, d') = sin (x, x’) = LT (4) 
Ill 1x4 


où [x, x’] désigne le déterminant , qui sera appelé produit mixte de x et x’ 


n ‘| 
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au 2.4.1, (d'ores et déjà on peut affirmer que ce déterminant est indépendant du 
choix de la base orthonormale positive qui a été utilisée). 
Les égalités (3) et (4) déterminent (d, d') e R/2rZ. 


REMARQUE, — Si l’on remplace l’une des demi-droites dou d'par la demi-droite opposée, chacun 
des réels cos (d, d’) et sin id, d‘) est remplacé par son opposé, mais, lorsqu'il est défini, le quotient 
tg(d, d') ne change pas. 


2° Angle orienté de deux droites deE,. — Soit ® l'ensemble des droites du 
plan euclidien E,. Etant donné les droites D = 4 LU (— d)et D' = d' Ü(-— d'}, 
pour qu’une rotation transforme D en D'il faut et il suffit qu’elle transforme d en 
d',ouen — d’. Il existe donc deux rotations transformant D en D': elles sont dela 


er 
forme ret — r; leurs angles sont de la forme a et a + p. Soit O* (E,) le groupe- 
quotient de O*(E,) par son sous-groupe {Id,, — Id,.}. En convenant d'écrire 
D' = F(D) si, et seulement si D’ est l’image de D par chacune des deux rotations 


: _. % Ln-2 Lt 
qui composent l'élément F de O*(E,), on constate que le groupe O*(E;) opère 
fidèlement et transitivement sur 2. D'où les deux résultats suivants : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — La relation binaire .#° définie sur 2? par : 
u TE . L 
(D, D)A (Ds D4) + Fe OT(E) (D = F(D:;)) À (D4 = F(D3)) 
est une relation d'équivalence. Les éléments de l’ensemble quotient & = 2?/# 
I 
sont appelés angles orientés de droites; l'angle représenté par (D, D'}se note D, D'. 
PROPOSITION I. — En posant Ÿ(F) = {(D, D'}e D? |D' = F(D)}, on détermine 
me u 
une bijection Ÿ de O*(E,) sur &. En posant : 
vGä)ed? à+à = ÿIÿ '&@ °C) 
. es . . . RS. 
on définit sur © une addition telle que Ÿ soit un isomorphisme de (0 * (E,), °) sur 


(, +), qui est ainsi un groupe commutatif. 


On dispose du diagramme commutatif : 


Ÿ 


O*(E;)——«& s: surjection canonique 


, 
él 


OE)— à  1=pesey 


s ÿ et Ÿ : isomorphismes 


On constate que © est isomorphe au groupe-quotient de 4 par son sous- 
groupe {0, p} et que t est une surjection qui, à tout angle orienté représenté par 
deux demi-droites, associe l’angle orienté représenté par les droites supports. En 
particulier : 


DÉFINITION. — L’angle de droite à = t(0) = t(ô + p), dont les représentants 
sont tous les couples de droites orthogonales est dit angle droit de droites. 
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REMARQUE. — Pour tout äe ©, l’image réciproque par t est de la forme 
{a, a + p}. En remarquant que a + aet(a + p) + (a + p} sont deux notations 
d’un même élément de 4, que l’on peut noter g(à) on dispose de g : & = 4.On 
vérifie aisément qu'il s’agit d’un isomorphisme de groupes. 


Propriétés des angles orientés de droites. — Le lecteur vérifiera qu'à 
l'exception de ;’) les formules i) à vi) du 1° restent valables quand on remplace les 
demi-droites d; par des droites D. 

Mesure. — Nous supposons ici que E, est orienté. Pour à € &# donné, 
l'ensemble des déterminations des mesures des angles de demi-droites qui 
constituent #7 ! (à) est de la forme 


{o + 2mrimeZ} L {p + 7x + 2mnlmeZ} 


C’est donc un élément de R/x7; on l'appelle mesure de à et, (D, D’) désignant un 
représentant quelconque de à, on le note (D, D’). 

En associant sa mesure à tout à e © on définit un isomorphisme de groupes 
de (C, +) sur (R/nZ, +). 

Si les droites D et D’ sont orthogonales on a : (D, D’) = x/2 (mod. x). Sinon, 
en désignant par x et x’ des vecteurs directeurs de D et D', on a (cf. 1° in fine) : 


n _ Ps x] 
t8(D, D} = ; G) 
œlx) 
Ce qui détermine (D, D'}e R/rZ sans ambiguïté. 
L'équation nx = ä (ne N* et àe À donnés) — En orientant E;, on se 


ramène à résoudre, dans R/xZ, l'équation ny = @ (mod t), où @ désigne une 
détermination arbitrairement choisie de la mesure de à. Celle-ci admet 
exactement n solutions qui sont les 


Le 

n 
On en déduit qu’en particulier l'équation 2x = à, admet deux solutions, de la 
forme B et b + à, où à désigne l’angle droit (de droites), et on démontre : 


À : 
+ + (mod 1) avec ke{0,1,...,n —1} (4) 


PRroPosirion IL. — Soit n e N*. Étant donné deux droites D et D' de E,, il 
existe exactement n droites de E, vérifiant : nb. À = D, D'. 
Ce sont les droites D, définies dans E, orienté par : 


® 


k 
(D,D) = Ÿ + T(modn,  ke{0,1,...,n- 1) 
h Li 


où œ désigne une détermination arbitrairement choisie de (D, D’). 


CAS PARTICULIER. — Étant donné deux droites D et D’ de E,, les deux 
solutions de l'équation 2 D, À = D, D’, qui s'écrit D, À + D', À = O sont deux 
droites orthogonales, dites bissectrices du couple (D, D’); ce sont les axes des 


symétries qui échangent D et D’. 
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Interprétation d’un produit de symétries. — PRorosiTion III — Soient s 
et s’ des symétries axiales par rapport à des droites D et D’. Alors s’ °s est la 
rotation d’angle (D, D. 

+ est orienté et e = (e,,e,) est une base orthonormale directe. Soit 
(@, w')e R? tel que Mat (s: e} = S% et Mat(s';e) = S3 : (notation du 2.3.3, 1°}. 
On calcule : Mat (s'cs;e) = S5=, 

Par ailleurs, la recherche des vecteurs invariants par s montre que les 


vecteurs unitaires de D s'écrivent + ((cos p/2}e, + (sin @/2}e.), et donc que, A 
désignent la droite Re, : 


(4, D} = @/2 (mod. x). 
De même (A, D'} = @'/2 (mod. ñ), et donc (D, D’) = (p° — æ)/2 (mod. n}. 


3° Écarts angulaires dans un espace préhilbertien réel. — On peut étendre la 
notion d’angle orienté de deux demi-droites (resp. de deux droites) à un espace 
préhilbertien réel E de dimension infinie ou de dimension finie n > 3 : il sufhit 
d'introduire le plan (ou l’un des plans) contenant les deux demi-droites (resp. 
droites); si l'on veut mesurer l'angle orienté ainsi obtenu, il est nécessaire 
d'orienter ce plan, ce qui, dans la pratique, est en général peu commode. Pour 
cette raison, nous nous en tiendrons à : 


DÉFINITION. — Soient x, et x, deux vecteurs non nuls d’un espace 

préhilbertien réel E. On appelle écart angulaire de x, et x, et aussi des demi- 
e (1lx2) ; 

droites R, x; et R, x;, le réel Arc cos —1"2—, On appelle écart angulaire des 


Ile1l 1lezll 
ICc11x2)1 


CAREAT 


En ce qui concerne les demi-droîtes et les droites, cette définition est justifiée 
par l'indifférence du choix des vecteurs directeurs. 


droites Rx, et Rx; le réel Arc cos 


4° Écart angulaire de deux sous-espaces de E, euclidien. — Il s’agit d’une 
notion très complexe ; nous nous limiterons à des cas particuliers. 


a) Écart angulaire d’un vecteur unitaire x et d'un sous-espace F Æ {0}. En 
x 
étudiant8= inf Arc de 13) 


eF{0} 1 
vecteur quelconque de F\{0}, on constate qu’il s’agit d’un minimum, atteint : 


— sixeF! pour tout y e F\{0}, et alors égal à n/2; 
— sixéFt pour y = px), où p est le projecteur orthogonal sur F. 


, borne inférieure de l'écart angulaire de x avecun 


Dans les deux cas 8 = Arc cos ||[p(x)il ; on dit que 8 est l'écart angulaire de x 
et F. On constate que, pour tout vecteur unitaire x e E et tout sous-espace 
F # {0}. 


(xEeF) (8 = 0) et (xeF1) & (6 = x/2). 


On constate que 8 nechange pas quand on remplace x par — x. 
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b) Écart angulaire d'une droite D et d’un sous-espace F {0}. La constata- 
tion précédente permet de le définir comme l'écart angulaire d’un vecteurunitaire 
de D et de F (dans le cas où F est une droite, il n’y a visiblement pas de 
contradiction avec la définition adoptée au 3°). 

Nous constatons que si 8 est l’écart angulaire de D et de F, celui de D et de F1 
est x/2 — 6 (pourvu que F # E}. 

c) Écart angulaire d’un hyperplan H et d'un sous-espace F # {OeF#E. 
La constatation précédente nous conduit à le définir comme 8 = n/2 — 8',où 0 
est l'écart angulaire de la droite H! et de F. On constate que 6 est nul si et 
seulement si F est inclus dans A. 

En particulier, l'écart angulaire 6 de deux hyperplans H, et H, est celui des 
droites Hi et H3. Si x, ie N, sont des vecteurs non nuls des H}, on a donc : 


IC 1x2) 
IP: 121 


On constate que, pour tout couple (H,, H,) d'hyperplans : 
(H;, = H;) < (6 =0) et (H, et H, perpendiculaires) < (0 = x/2). 


8 = Arc cos 


REMARQUES. — a) Dans la pratique, lorsqu’aucune confusion n’est possible 
on dit souvent angle, pour écart angulaire. 


b} A titre de complément, le lecteur étudiera l'exercice 2.25. 


2.3.5. Les groupes O(E,) et O*(E,) 


Dans tout le paragraphe nous considérons un espace euclidien E de 
dimension # > 0. Nous allons d’abord démontrer que l'étude d’une isométrie 
vectorielle de E se ramène à celles d'isométries vectorielles de sous-espaces de 
dimensions 1 ou 2. Ici encore, on pourrait théoriquement se dispenser de l'étude 
qui va suivre, en utilisant la réduction d’un endomorphisme normal (2.3.7). 


19 LEMME. — Pour toute isométrie vectorielle # de E, il existe un sous-espace 
vectoriel de E de dimension 1 ou 2 invariant par u. 


— Soituune isométrie vectorielle de E admettant une valeur propre. Celle- 
ci (2.1.1, 3°) est 1 ou — 1; soit a € E\{0} l’un des vecteurs propres qui lui sont 
associés. La droite vectorielle Ra, dont tout élément est, selon le cas, conservé ou 
changé en son opposé par u, est invariante par u. 

— Soit y une isométrie vectorielle de E n’admettant pas de valeur propre. 
Désignons par v l’endomorphisme u + u7?, qui s'écrit 4 + u*; nous avons 
v* = u* + u = v. Ainsi v est symétrique et (2.2.{) admet au moins une valeur 
propre; il existe À e R et be E\{0} tels que v(b) = Àb, ce qui s'écrit : 


u(b) + u7!(b) = Xb, et u?(b) = — b + Au(b). 


La famille (b, #(b)}), qui est libre (sans quoi 4 admettrait une valeur propre), est une 
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base d’un plan vectoriel E’. La restriction de u à E’ s’écrit : 

Eb + qu(b) = Eu(b) + nu) = — nb + (6 + An)u(b) 
ce qui montre que E’ est stable par , et donc invariant par w, puisque E’ est de 
dimension finie. L'application induite par u sur E’ est un endomorphisme d’un 
plan vectoriel qui conserve la norme et n’admet pas de vecteur propre ; c’est une 
rotation (toute isométrie vectorielle indirecte, ou symétrie axiale, d’un plan 
vectoriel euclidien admet en effet des vecteurs propres). 


THÉORÈME. — Une condition nécessaire et suffisante pour que u € S(E) soit 
une isométrie vectorielle est que E soit somme directe orthogonale d’une famille 
(Edickcn de Sous-espaces tels que, pour tout k e N,, E, soit de dimension 1 ou 2, 
invariant par 4, l’application induite #, étant l'identité ou son opposée si 
dim £, = 1, une rotation autre que l'identité ou son opposée si dim E, = 2. 


La condition est visiblement suffisante. Montrons qu'elle est nécessaire. 

Soit u € O(E). D'après le lemme et sa démonstration, il existe un sous-espace 
E, de E, de dimension 1 ou 2, invariant par u, tel que l'application #, induite par 
sur E, vérifie la condition imposée à u, dans l'énoncé du théorème. D’après la 
proposition du 1.3.4, 1° (E,)* est stable par u, et donc invariant par u puisqu’i 
s’agit d’un sous-espace de dimension finie. Reste à démontrer le théorème pour 
(Ë;}'; on raisonne par récurrence sur la dimension n de E, en remarquant que, 
d’après le lemme, le théorème est vrai pour n = 1 et pour n = 2. 

e Convenons d'indexer les E, (1 < k < m), defaçon que E;, ..., E, soient 
de dimension 1 et formés de vecteurs invariants par u,que E,,,, ..., E,,, soient 
de dimension 1 et formés de vecteurs transformés par u en leurs opposés, qu'enfin, 
pour tout k > p + q, E, soit de dimension 2. 


Ainsi la somme directe ® E, (resp. ® £Ë,), qui n'intervient que si p 
LEK<p P+ISESp+4 
(resp. g) n’est pas nul, est le noyau E, (resp. E_) de u — Id, (resp. u + Id;), ou 
encore le sous-espace propre associé à 1 (resp. — 1). 
En désignant par e lune quelconque des bases orthonormales de E adaptées 
à la décomposition E = GE,, on obtient le résultat suivant (dont une autre 
démonstration sera donnée au 4.3.3, 2°) : 


PROPOSITION. — Pour toute isométrie vectorielle 4 e O(E), il existe une base 
orthonormale e de E telle que Mat (4; e) sont de la forme : 


= diag(1,, — I, Sos... So) @) 
S 


où , et I, sont les matrices-unités d’ordres p et 4 et où S,, ..., S,, sont des 
éléments de 0 (2) distincts de 1, et de — F.. 


Pr 


L 
REMARQUE. — Les sous-espaces E,,E _et(E, @ E_})} de E, de dimensions respectives p, get 
2r,avec p + q + 2r = n, sont imposés par la donnée de w. Il en est de même des angles des rotations 
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induites par u sur les E, de dimension 2, et, pour chacun de ces angles, de la multiplicité avec laquelle 
il intervient, ainsi que du sous-espace engendré par la réunion des plans qui lui correspondent, 
Ceci dit, ni la base e ni l'expression (1) de Mat (u; e) ne sont uniques. 


CoroLLaIREL. — L'isométrie u est une rotation si, et seulement si le noyau E_ 
de # + Id; est de dimension paire. 


On constate en effet : det u = (— 1}, avec q = dim E_. 


CoRoOLLAIRE IL — Si n est impair, pour toute rotation u € O* (E) il existe des 
vecteurs non nuls invariants par u. 


Ici nest impair et q est pair; p = n — 4 — 2r est impair, et donc non nul. 


2° Étude de O(E;). — D'après le théorème du 1°, une condition nécessaire et 
suffisante pour que ue S(E;) soit une isométrie vectorielle et qu’il existe une 


somme directe orthogonale D ® P = E, où D est une droite sur laquelle 4 
induit Id,ou — Id,, et P un plan sur lequel u induit une rotation (éventuellement 
égale à Id, ou à — Id). 

La condition étant remplie et E; étant supposé orienté, orientons D en 
distinguant l’un des vecteurs unitaires @, et orientons P « par le vecteur & »; (i, j) 
étant une base orthonormale positive arbitrairement choisie de P, (i, j, &) est une 
base orthonormale positive de E; et : 


cos® —sin8 0 
Mat (u; (i, j,@)) = | sin8 cos8 0 
0 0 € 


Si u e O*(E;), alors e = 1 et 0 # O (sauf si u = Id, ). 
Siue OT (E;) alors e = — 1 et 0 # à (sauf si u = — Id,). 


CONVENTION, — Étant donné un vecteur unitaire w € E, et un élément 6 de 
R/2xZ, le symbole [&, 8] représente l'unique rotation de E, qui laisse invariant et 
induit sur le plan (Ro}!, orienté par &, la rotation de mesure 0, 


Une rotation non identique donnée admet deux écritures de ce type; si 
Co, 6] est l’une d'elles, l’autre est [— w, — 61. 


3° Générateurs de O(E,) et de O*(E,). — Reprenant un espace euclidien E 
de dimension n > 0, nous allons montrer que O(Ë) est engendré par l'ensemble 
des symétries hyperplanes et que, pour n > 3, 0* (E)est engendré par l'ensemble 
des retournements. Ce résultat pourra être admis en première lecture. 


e Soit u e O(E). Reprenons les notations du théorème du 1°, et convenons d'associer à tout 
automorphisme orthogonal f d’un sous-espace PV de E l'application f : E — E qui coïncide 
avec f sur V et avec l’identité sur V4 [on vérifie : Ÿ e O(E)]. 

Nous avons ainsi :u = u, ce": 4u,; (produit commutatif). 

Pour 1 <k< p, u, est Id£. Pour p + 1 < k< p + q, ü, est la symétrie par rapport à 
lhyperplan Ed. Pour p + q < k,u,, quiest une rotation du plan E,, s'écrit s, + si, où s, et s; sont des 
symétries de E,, par rapport à des droites D, et Di:onau, = 5, :S,, où 5,et 5, sont les symétries de E, 
par rapport aux hyperplans D, + Ejl et Dj + Ed. 
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Il vient : 
M = paie Cppge ee eos @) 


u est ainsi le produit de g + 2r = n — p symétries hyperplanes. 
— On ne peut faire mieux car si u est le produit des symétries par rapport aux hyperplans 
H,,..., H,, [ce qui exige d’ailleurs (— 1}" = (— 1), alors E, contient H, n°: n H,, dont la 


codimension n'excède pas m (d'après [.9.3.6, 4°). D'où : 

n—p=codimE, <codim(H, n°: nH,)<m. 
D'ailleurs si m=n-p alors d'une part Hi n°. nH,=E,, et d'autre part 
codim(H, n°: nm H,)= m, ce qui signifie que le système (H,,..., H,) est libre. 


— En remarquant enfin que, pour tout hyperplan H,u = u « $y o sy, nous pouvons énoncer : 


PROPOSITION I. — Soit 4 € O(E); on pose E, = Ker(u — Idÿ). Alors x est, d'une infinité de 
façons, produit de symétries hyperplanes dont le nombre minimal (!) est codim£ E, ; dans toute 
« factorisation minimale » les hyperplans forment un système libre et leur intersection est E,. Dans 
toute factorisation, le nombre des hyperplans est pair si u € O* (E), impair si ue O7 (E) 


Notons que, pour n = 2, ce résultat était connu depuis 2.3.3, 2°. 


+ Reprenons l'étude dans le cas : ue O*(E), ce qui implique que g et n — p sont pairs. Nous 
nous limitons à n > 3. 


1SCAs:E, # {0}.Icip > 1. Choisissons arbitrairement une droite D € E , et désignons par & 
la symétrie hyperplane par rapport à Di. 

Considérons une factorisation minimale :u = ©, °--. °0,,(2 = n — pjoùo, (je N,est 
la symétrie par rapport à un hyperplan que nous pouvons noter D: nous savons (proposition 1) que 
cet hyperplan contient E,, et donc D. 

Ainsi, pour tout je N2, les droites D et D, sont orthogonales et les plans Dt et D; sont 
perpendiculaires; d'après le théorème du 2.2.3, 6 co, et 6, ° © coïncident l'un et l'autre avec le 
retournement r, par rapport à (D + D;l. 

Pour tout ie N, on peut écrire : 


Oii-1 ® Oai = (ozi-1 di ©) °(e ” O2) = Pois Par 
Ainsi # est le produit des n — p retournements r,, ---,r,, avec np <n— 1. 


2 Cas:E, = {0}. Ici p = O et n est pair. Choisissons arbitrairement x e E\{0}; nous avons 
u(x} # x. Comme n > 3(et même n > 4), il existe un hyperplan H de E contenant xet u(x). Dans H, 
la droite R{u(x) — x) admet un orthogonal V. On a codim; V = 2 et, dans E, on dispose du 
retournement r par rapport à Ÿ. 

Posonsu' = r ou;u’est une rotation de E laissant x invariant ; la dimension p' de Ker {u° — Idz) 
est paire et au moins égale à 1, soit p’ > 2;sil'onavaitp' > 2, ilexisterait un vecteur non nul commun 
à Vet à Ker (u' — Idg} et ce vecteur serait invariant par u; finalement p = 2. D’après l'étude du 
premier cas, u’ est produit de n — 2 relournements; u est donc produit de n — 1 retournements. 

Nous pouvons énoncer : 


PROPOSITION IL. — On suppose dim E = nr > 3. Soit u e O*(E); on pose E, = Ker (u — Idp). 
Alors u est produit de retournements en nombre égal à codimg E, si E, # {0},än — 1siE, — {0}, 
et, dans les deux cas, au plus égal à n — 1. 


REMARQUES. — 4) Ici la factorisation mise en évidence n’est pas nécessairement minimale. C’est 
ainsi que si ue O*({E;), alors dimE, = 1 et u peut être considéré comme produit de deux 
retournements, même si # est lui-même un retournement. 

b) La proposition II ne s'applique pas lorsque n = 2 : le seul retournement de E, est — Id£, qui 
n'engendre pas 0 * (E2). 


(") En convenant que le produit de zéro symétrie est l'identité. 
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2.3.6. Similitudes d’un espace euclidien. 


Reprenons l'étude du 1.3.6 dans le cas où l'espace quadratique (E, œ}est euclidien, de dimension 
n> 0 


1° Pour toute similitude u, de rapport o, on a ici & > 0; x est un carré sur R et peut s'écrire 
æ = p?, avec pe R*; on dit que pu est le rapport de la similitude. Compte tenu de ce que E est de 
dimension finie, nous pouvons énoncer : 


DÉFINITION. — Soient u € Ÿ(E) et u € R#. On dit que z est une similitude de rapport pi si, et 
seulement si le couple (4, 1) vérifie les quatre assertions équivalentes : 

i) Vx. y} e E? &x} lu) = xiy) 

ii) VxeE IeG9Il = Hlixll 

ii} u admet un adjoint et u* ou = u ou* = pu? Idg 

(iv) plu e O(E), ie. u est le produit commutatif de l’homothétie 1 Id}, de rapport positif, et d'un 
automorphisme orthogonal. 

Notons que toute application # : £ — E qui vérifie i) est une similitude (cf. 1.3.4, 1°). 

Le lecteur complètera l'étude de GO(E), groupe des similitudes de E, en justifiant : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Une similitude # de l'espace euclidien E est dite directe (!} si 
det u > O, indirecte si det u < 0. Les similitudes directes de E constituent un sous-groupe distingué 
d'indice 2, noté GO *(E), de GO(E). On pose GO7(E) = GO(E)GO*(E). 


REMARQUES. — a) O*(E} « GO*(E) et O7 (E) c GO7(E). 
b) L'homothétie À Idg, de rapport À e R*, est une similitude de rapport [À|, qui est directe sauf si 
Rest négatif et n impair. 


c) Pour n = 2m + 1, nous avons : 
GO(E) = {horlthe R* Idg) À (re O*(E)}. 
d) Pour n = 2m, nous avons : 
GO*(E) = {h orl(heR Idy) À (re O*(E)}} @) 
et, se O7 (E) étant arbitrairement choisi : 
GO(E) = GO*(E):s @) 


e) Pour n = 1, nous avons : GO(E) = GL(E). 
Dorénavant, nous supposons n > 2. 


e PROPOSITION. — Toute similitude d'un espace euclidien E transforme deux droites quelconques 
de E en deux droites de même écart angulaire, et, en particulier, deux droites orthogonales en deux 
droites orthogonales, 

Simple conséquence des propriétés des isométries vectorielles et des homothéties. O 

RÉCIPROQUE. — Soit u un automorphisme de E qui transforme toute paire de droites orthogonales 
de E en une paire de droites orthogonales. Alors u est une similitude. 

— Fixons provisoirement x e E\{0}. Les formes linéaires non nulles 


JeRIn et y lu) 
{*} En fait on étend une définition donnée au 1.3.6, 4°, dans le cas n = 2m,en remarquant qu'ici 
a > 0. 
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admettent l’hyperplan {Rx}! pour noyau commun; d’après [.9.3.3, 3°, il existe «{(x} e R* unique tel 
AE VyeE  (u(x}lu(y) = a(xxl y} 


— Nous allons montrer que a(x) garde une valeur fixe x quand x parcourt E\{0}, ce qui 
entraînera que u est une similitude de multiplicateur &. 

Soient x et x' deux éléments de E\{0}. S'ils sont linéairement dépendants on a visiblement 
a(x) = (x). Sinon x + x' n'est pas nul et, pour tout y€e E 


Ge + x) = ax + IG) + ox + x}x 1 y) 


= a(x)(x1 y) + a(x)(x' 17) 
On en déduit : 


(tx + x) — ax}}x + (a(x + x°) — a(x'}}x" = 0 


et donc : ax) = a(x") = aix + x’). 


2° Si tudes planes. — Nous nous plaçons maintenant dans le cas n = 2, Notons d’abord que 
la commutativité du groupe O*(E,} entraîne celle de GO*(E,). En utilisant (1) et (2), ainsi que la 
proposition du 2.3.3, 3°, nous obtenons : 


PROPOSITION. — Soient E, un plan euclidien ere = (£,, e,) une base orthonormale arbitrairement 
choisie de E,. Les similitudes directes de E sont les endomorphismes représentés dans la base e par les 
matrices de la forme : 

PS. avec peR* et 6EeR/2r7, 


ou encore par les matrices de la forme : 


[ ] 
k (e, b) \{(0, 0}. 6) 
b a. 


Les similitudes indirectes de E sont les endomorphismes représentés dans la base e parles matrices 
de la forme : 
PSe avec peRt et 6e Rj2rZ 


ou encore par les matrices de la forme : 


a b 
[ | avec {a, b) e R\{(0, 0)}. (4) 
b —a 


Dans chaque cas, on passe d’une écriture à l'autre par : 
p= Va? +b?, a = pcs, b = psin 8. 


e Supposons maintenant que E, ëst orienté et que € = (e,, e,) est une base orthonormale 
positive. Désignons par s la symétrie axiale par rapport à Re, par rg la rotation de mesure 8 e R/2nZ7. 

— La similitude directe de matrice pS, s'écrit : (p Hg) e re 

La similitude indirecte de matrice pS® s'écrit : (p Idg) srp os. 

— En passant aux nombres complexes par la notation z = x + iy, on constate, en utilisant (3) 
et (4), que les similitudes directes (resp. indirectes} sont les applications de E, dans E, représentées 

ar © 

k z to kz (resp. z + k2), avec keC\0}. 


e On peut ici préciser le résultat du 1° sur la conservation des angles sous la forme : 


PROPOSITION. — Soit u € GO *(E,) [resp. v e GOT (E;)]. 

Pour tout couple (d,, d,) de demi-droites de E, : 
Pie Te Pr REnensS Pan 
u(d} uld,) = d;,4,  Cresp. v(d,} b(4,} = — d;,d;]. 


Pour tout couple (D,, D,) de droites de E, : 


D 


ee nn 
(Di), u(D,) = Di D, (resp. ob} o(D;) = — D,,D;] 
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2.3.7. Réduction d’un endomorphisme normal d’un espace euclidien 


3 Ce paragraphe sera réservé à une seconde lecture. ? 


1° DÉFINITION. — Un endomorphisme d'un espace préhilbertien réel est dit normal si, et seulement 
s'il admet un adjoint et commute avec cet adjoint. 


CAS PARTICULIERS. — Tout endomorphisme symétrique, (resp. antisymétrique), tout automorphisme 
orthogonal est un endomorphisme normal. Les propriétés des endomorphismes normaux seront étudiées 
en 4.2.1, 2°. Nous nous contentons ici de traiter, en dimension finie, le problème de la réduction d’un 
endomorphisme normal. 


2° LEMMEÏI. — Soit # un endomorphisme d'un R-espace vectoriel E de dimension finien > 0. Alorsil 
existe un sous-espace F de E, de dimension 1 ou 2 stable par u. 


1e Cas. — Le spectre de u est non vide. Il existe un vecteur propre x € E\{0} de . La droite Rx est 
stable par u. 


2° CAS. — Le spectre de u est vide. La décomposition de 4, polynôme caractéristique de u, en 
produit de polynômes irréductibles de REX] est alors de la forme : 


d 
Lu = [I OC + BX + v9 
x=1 


où les B, et les y, sont des réels vérifiant : VkeN, BÈ < 4%. x,(u) étant l'endomorphisme nul de £ 
(112.3.3), l'un des endomorphismes u? + Bu + y, Id£ est nécessairement non injectif. Retenons qu’il 
existe (B, ye R? et x e E\{0} tels que : 


u2(x) + Bu(x) + yx = 0. 


Le spectre de u étant vide, u(x) est non colinéaire à x et Vect (x, u{x)) est un plan vectoriel; on 
constate qu'il est stable par u et que, de plus, l’endomorphisme induit par u sur ce plan a un spectre vide. 
D 


LEMME IE — Soit 4 un endomorphisme normal d’un espace euclidien E de dimension n > Det soit 
F un sous-espace de E stable par w. Alors F est stable par u*. 

La proposition est triviale si u est symétrique (u* = w) ou antisymétrique (u* = — u) 

Elle l'est aussi si u est un automorphisme orthogonal (u* = u”!}, auquel cas F est invariant 
par u. Prouvons-la dans le cas général. 

— Si la dimension de F est 0 ou n le résultat est trivial. 

— Supposons dimF=p avec 1<p<n—1. Il exisæ une base orthonormale 


e = (e,,...,e,) de E telle que (£,,...,e,) soit une base de F. Notons : 
A :B a: O., 
Mat{u;e)= |... :..]5  Mat(u*se) = È 
Os: € 


où À, B, C appartiennent respectivement à .#a(p), #Æm(p, n — p), Ærin — p) ut cu = u. u*se 
traduit par l'égalité matricielle : 


‘AA: 'AB A'A + BB : BC 
‘BA : ‘BB + ‘CC CB :C'C 


qui exige, en particulier :‘AA = AfA + B'B, et donc, puisque les traces de ‘AA et A'A sont égales : 
tr B'B = (. Le lecteur vérifiera aisément quetr B'B est la somme des carrés des éléments de la matrice 
‘B;tr BB = Oexige donc'B = O,_,, En se reportant à l'expression de Mat (u* ; e), on en déduit : 
u(F)crF. (| 
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LEMMEÏTE — Soit E un plan euclidien. Les endomorphismes normaux de E à spectre non vide sont 
les endomorphismes symétriques ; les endomorphismes normaux de E à spectre vide sont les similitudes 
directes autres que les homothéties. 


Soit e une base orthonormalc de E. Pour tout we #(E), posons : 


a € a b 
Mate = [° ‘H Matqur; e = [° :] 


Xu = (X = a{X = d) — be. 


et 


Un calcul simple montre que # est normal si, et seulement si 
( — cb + ce) = 0) à ((b — ca — d) = 0) 
ou encore si, et seulement si : 
(ce =b} v (ec = — Bb #0) À (d = a). 
— La condition : c = b s'écrit : « u est symétrique ». Lorsqu'elle est remplie, on constate, en 


utilisant %,{a) = — b?, que 4, est scindé sur R. 
— La condition : ((e — — b # 0) À {d — a)) s'écrit : 


—b 
Mat (u;e) = É ] avec (a,b}eR x R*, 
a 
ou encore (2.3.6, 2°) : 
Mat (u; e) = pSs, avec peR* et SeOUM{I,, —1,} 


ou enfin : « u est une similitude directe autre qu'une homothétie ». 
Lorsqu'elle est remplie, x, = (X — a}? + b? n'est pas scindé sur R. mi 


LEMME IV. — Pour tout endomorphisme symétrique 4 d’un plan euclidien E, il existe une base 
orthonormale de E formée de vecteurs propres de u. 


Nous venons de voir que le polynôme caractéristique de u est scindé sur R; # admet donc un 
vecteur propre unitaire &,. Soit (£,, e,) une base orthonormale de E. La droite Re, étant stable par u, 
la droite Re, = (Re,}{ est stable par u* = u (proposition IV du 1.3.2, 1°);e, est donc vecteur propre 
de u. 0 


e THÉORÈME. — Soit 4 un endomorphisme normal d’un espace euclidien E de dimension n > 0. 
Alors E est somme directe orthogonale d'une famille (E,), 4 <,, de Sous-espaces tels que, pour tout 
keN, E soit de dimension 1 ou 2, stable par v, l'application induite u, étant de la forme À, Idÿ si 


dim E, = i, et étant une similitude directe autre qu’une homothétie si dim E, = 2. 


Nous allons montrer qu’une assertion (.2,) est vraie pour tout n € N\{0}. 

— (4) est vraie (trivial); (s#,) l’est aussi (lemmes III et IV). 

— Soit neN tel que n > 3. Nous supposons que (#,}, ...,(æ,_,) ont été vérifiées et nous 
considérons un endomorphisme normal w d'un espace euclidien £ de dimension n. D'après les 
lemmes I et IE, il existe un sous-espace E; de E, stable par u et u*, qui est soit une droite propre de u soit 
un plan sur lequel u induit une similitude directe autre qu'une homothétie. 

Ei, de dimension n — 1 oun — 2,est stable par u* et par u** — u; on en déduit que u induit sur 
Et un endomorphisme normal. D'après l’hypothèse de récurrence on peut donc écrire : 


L 
L 
FE ® &, où les E, vérifient les hypothèses du théorème. 
sigm 


Il vient : Li L L 
Eee &( ® E)- à E, ee 


2<igm Igk<em 
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En indexant convenablement les E, et en désignant par e l’une des bases orthonormales de E 
adaptées à la décomposition précédente, on obtient le résultat suivant (dont une autre démonstration 
sera donnée au 4.3.3, 2°): 


PROPOSITION. — Pour tout endomorphisme normal 4 d'un espace euclidien E de dimensionn > 0, 
il existe une base orthonormalke e de E telle que : 


Mat{u; e) — diag(a,..., a, PiSp, --., p,Se) 


où les a ;sont des réels, les p, des réels strictement positifs, et les S, des éléments de O + (2)distinets de Z, 
et de — F,. 


CAS PARTICULIERS. — a) Siuest symétrique, aucun des E, ne peut être de dimension 2 (à cause du 
lemme IV) et : 


Mat {u; e) = diag(x,, ..,@,). 
b) Siuest antisymétrique, les &,sont nuls, les So, sont antisymétriques ce qui s'écrit cos 6, = O,ou 
encore sin 8e {— 1,1}. Ici: 


0 


—1 
Mat (u; e) — diag (0,...,0, BJ, BJ), avec J=- L à Be R* 


c) Si uest une isométrie vectorielle, les valeurs propres éventuelles sont 1 ou — 1; par ailleurs 
induit une isométrie sur les plans stables (les p, sont égaux à 1). Ici on peut adopter : 


Mat(v; e) = diag(f,, — Le So, À 


Conclusion. — Nous aurions pu nous dispenser de l'étude directe faite dans les cas a) et c). Celle- 
ci est cependant plus aisée et elle a l'avantage théorique de ne pas faire appel à l'existence d'un 
polynôme non nul dans l'idéal annulateur de u. 


2.4. PRODUIT MIXTE. PRODUIT VECTORIEL 


2.4.1. Produit mixte 


Soit E un espace euclidien orienté, de dimension n > 0. On rappelle que 
4 ,(E) désigne l’espace vectoriel, de dimension 1, des formes n-linéaires alternées 
sur E. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Il existe 6 € ./,(E) unique tel que, pour toute 
base orthonormale positive e de E, l'élément det, de 7, (E) soit égal à 6 ; on dit que 5 
est le produit mixte dans E. 


On sait en effet (I, 10.2./, 2°) que, e et e’ étant deux bases quelconques de E : 
det, = À det,, avec À = det,(ei,...,e,) = det (Ps). (1) 


D'autre part, si e et e’ sont orthonormales, de même orientation : 
det (Pè) = 1. | 


REMARQUE. — Pourtoute base orthonormale négativee, on a det, = — 6;ilen résulte quesion 
transpose les orientations de E, le produit mixte est changé en l'élément opposé de «#,(E). 
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NOTATION. — Pour toute famille (x,,...,x,) de vecteurs de E, le réel 
ô(x1, ..., Xx,), qui est appelé produit mixte de la famille, se note [x,, ..., x,]. 


2° Propriétés du produit mixte. — a) La famille (x,, ..., x,) est une base 
(resp. une base positive de E) si, et seulement si son produit mixte est non nul (resp. 
strictement positif). 

Résulte du théorème de I.10.2, 1° in fine (resp. de (1)}. 

b} Le produit mixte est invariant par le groupe unimodulaire(et, en particulier, 
par le groupe spécial orthogonal) : pour tout u e S(E) tel que detu = 1, on a: 


V(x,,...,x,)e E" Lux}... u(x,)] = Lx, ..., xl. 


Conséquence de la définition du déterminant d'un endomorphisme. 


3° Expression du produit mixte. — Soite = (e,, ...,e,) une baseorthonor- 
male positive, arbitrairement choisie de E. Donnons-nous(x,, ...,x,)e E" par : 


VieN, x,= ) be. 


il 


Le produit mixte [x,, ...,x,], égal à det, (x, ..., x,), s'écrit : 
De, ...,x,] = det X, avec X = Céline N? (2) 
— Notons que ‘XX, qui s'écrit [(x;|xjli;en» est la matrice de Gram de 
(Xn -.., x,), relativement au produit scalaire de E (1.1.2, 2°). Il en résulte : 
Cr... x]? = Gram(x,,...,x,) G) 
Cas de E,. — Ici: Lx %2] = Bu fi 
En É2 


Lorsque x, et x, sont non nuls, on a (2.3.4, 1°) : 

C2] = 1ell 1x2ll sin Ge, x2) 
où (x1, x2) est la mesure dans E, orienté de l'angle orienté des vecteurs x, et x. 
24.2. Produit vectoriel 


Soit E un espace euclidien orienté, de dimension n > 3. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION, — Étant donné la famille {x,,...,x,_,) de 
n — 1 vecteurs de E, il existe un et un seul vecteur v € E tel que : 
VXeE  [xs...x un x] = (bix) 1) 
Ce vecteur est appelé produit vectoriel (!) de la famille, et noté x, À ... À x,_1. 
(t) Le produit mixte [x,, ...,x,_1,x,] apparaît ainsi comme le produit scalaire (|x,) où vestle 


produit vectoriel x, À ... A x,_,. C'est de là que provient le vocable produit mixte, 
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En effet, le produit mixte étant n-linéaire, l'application ! : 
x Du, ..., x 1, x] 


cst une forme linéaire sur E. La condition (1) s'écrit v = d, 1(l), où d, est 
l’isomorphisme canonique de E sur E* (2.1.3, 2°). 


Proposirion. — L'application de E"7' dans E : 
(is Riel Xi A ss AXE 


qui est appelé produit vectoriel, est n — 1 linéaire et alternée ; si on transpose les 
orientations de E, elle est changée en l’élément opposé de «7,_,(E"7!; E). 


Résulte de (1) et des propriétés du produit mixte. 


2° Propriétés du produit vectoriel. a) Lafamille(x,, ..., x, _,}est liée si, 
et seulement si, son produit vectoriel v est nul. 

— Supposons la famille liée. Pour tout x € E, la famille (x,, ..., x,_,, x)est 
liée, son produit mixte est nul et (vx) = 0. Ainsi v = 0. 

— Supposons la famille libre. Nous pouvons lui adjoingre x, € E de façon à 
obtenir une base; ainsi [x,,...,x,_, x] # O, ou (v|x,) # 0, et donc v # 0. 


b) Le produit vectoriel est l'unique application f : E"7! —+ E vérifiant les trois 
assertions suivantes : 

D VO... x 1e Et! fu... x, 1) e(Vect (ci, ..., x, _1)}t 

ii) Pour toute famille libre (x,, ..., x,_) de vecteurs de E, la famille 


Cire Xn- pr 0 Xi) 
est une base positive de E. 
ii) Vs 2) € ET! [lfGe, x IP = Gram (xs, ..., x). 


e Montrons d’abord que le produit vectoriel vérifie les trois assertions. 
Pour cela, considérons un élément quelconque (x,, ..., x,_,}de E"”! et posons 
D=X A... À Xe 

— Pourtoutke N,_,,(v|x,) est nul au titre de produit mixte d’une famille 
liée. D'où i). 

— Supposons que(x,,...,x,_.)est une famille libre. On a (cf. a)) : v # 0. 

Enutilisant{[x,, ...,x,_;,u] = (vlv} > O,onconstateque(x,, ...,x,_,,v) 
est une base positive (2.4.1, 2°, a). D'où ii). 

— Si la famille (x;, ..., x,_,) est liée, alors [lvl] = 0 et 


: Par Gram (x,, ...,x,-1) = 0. 
Sinon, écrivons : Gas » Xn-1) 


(I = Ex esxn0)7 = Gram (rx, 0) 
Comme (vix,} = 0 pour tout ke Ni, : 


Gram (x, ..., x, 0) = fol Gram(xs, ..., x, 5). 


Dans les deux cas : [lvl = Gram (x, ..., x,_,). D'où üüi). 
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e Considérons maintenant une application f vérifñant les trois assertions, et 
montrons que les images par f et par le produit vectoriel de tout 
(us -.., %,-1) € E"7! sont égales. 


C’est vrai dans le cas d’une famille liée, les deux images étant nulles à cause 
de ïi} Dans le cas d’une famille libre, les deux images appartiennent à 
(Vect (x;, ..., x,_,)}!, qui est alors une droite, à cause de i); à cause de ii) elles 
appartiennent à une même demi-droite; à cause de iii) elles ont même norme; 


finalement elles coïncident. O 


3° Coordonnées du produit vectoriel. — Soit e = (e,,...,e,) une base 
orthonormale positive, arbitrairement choisie deÆE. Donnons-nous 
Cas ces Xn- 1) € ET! par : 


“ 
VkeN,_;, x = À Exes 
i=1 
et posons : 
ñ 
MA. A Xi = À Vies 
i=1 
L'égalité des formes linéaires : (6,,...,6,) + yiéi +: + v,et: 
ir née Enr ê 
E...,6) 
En . Émni  Én 
équivaut à celle des coefficients de &,, ...,6, D'où : 
RÈGLE. — Pour tout ie N,, la i-ème coordonnée de x, À ... À x,-, dans la 
base orthonormale positive e est égale au cofacteur du terme en position (i, n) dans la 
matrice, par rapport à la base e, de la famille (x1, ...,x,_1, x), où xeE est 


arbitrairement choisi. 


2.4.3. Le produit vectoriel 
dans E, euclidien orienté 


Dans tout le paragraphe, E, désigne un espace euclidien È 
orienté, de dimension 3. 


1° Double définition. — Ici dim E = 3. Pourtout(x;, x,)e Eÿ, nous avons : 
Galxi)  Grilx2) 
Gram (x, x2) = = bal? Pl — Gilx2) 


G2lx1) (2x2) 
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Si x, et x, sont non nuls, en désignant par œ leur écart angulaire (2.3.4, 3°), il 

vient : 
1x: (IxZH cos? o = Gc11x2) 
et donc : 
Gram(x,, x) = [x]? [Ix,[l/ sin? @ (avec : sin g > 0). 

En utilisant 2.4.2, 2°, nous avons : 

PROPOSITION. — Dans E;, le produit vectoriel x; A x, admet les deux 
définitions suivantes, qui sont équivalentes : 

I) x, À x, est l’unique vecteur de E, tel que : 


VxeE, Lis X2, x] = (x A x,1x) 


I) Si (x:, x2) est lié, alors x, A x, est le vecteur nul. Sinon, x; A x, est 
l'unique vecteur orthogonal au plan Vect (x,, x,) tel que(x,, X:, x, A x,) soit une 
base positive et que : 


Ie À xl = [ll IIx2ll sin @, où o est l'écart angulaire de x, et x;. 


REMARQUES. — a) Dans les classes secondaires, on utilise en général la définition IL 
b) Pour tout (x;,, x, x3)€ E3 : 
Dex, x3) = Le 4 xles) = (3 À xx) = 3 À x1bc). 

Conséquence de la définition I, et de l'invariance du produit mixte par permutation circulaire. [] 

c) Pour toute base orthonormale directe (e,,e,, e;) : 

EU Aer = ez Cr NE = 6, E3 À 1 = Ex. 

Conséquence de la définition Il. O 

d) Pour tout (x,, x,)e Ei, on a (égalité de LAGRANGE) : 

Cab + les à xl = [x lAIIx2l2. 
Coordonnées du produit vectoriel. — Soit (e,, e,, e,) une base orthonormale 

positive. Posons : 


Xj = Éjei + Na + Les GEeNa) 


Alors : 
Ë 6 à 
Lex %sl= Mi 12 13 
Gi Ge 6 
et: 


Xi À X2 = (62 — Ginahes + (62 — ÉiGder + Gin2 — Mibr)es 


L'égalité de LAGRANGE s'écrit : 


Cie + mana + GG) + (abs — Gina) + Gba — Ba + Eine — Mb) 
= (8? + ni + LE + n2 +152 


2° Double produit vectoriel. — PROPOSITION. — Pour tout (a, b, c)e E; 


a A (b A €} = (alc)b — (alb}c () 
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Après avoir remarqué que 4 À (b A c} appartient à Vect (b, c), choisissons (ce 
qui est toujours possible) une base orthonormale positive (e,, e;, e) telle que : 
b = Be, et c = ye, + 6e,. Posons : a = Ée, + me, + Les. 

Nous calculons : 


a A (b À c} = nB êe, — ER 6e, 
ce qui s'écrit : 
an(bac)= (y + nô)Be, — Eflye + 6e2). 


CoROLLAIRE. — Pour tout (a, b, c)e Eï : 


aAbaAc+bA(CAad+cA(aAb—=O0 C2) 
(a À b) A (a À c} = [a, b,c]a G} 
La nb bAcC c A a] = [ab,c]? (4) 


(2} et (3) résultent de (1); (4) résulte de (3). 


3° Division vectorielle. — PROPOSITION. — Soient a et b deux vecteurs donnés 
de E;, avec a + 0. Pour que l’équation : 


anx=b (5) 


à l'inconnue x € E ait des solutions, il faut et il suffit que (alb) = 0. Lorsque cette 
condition est remplie, l'ensemble des solutions de (5) est 


b 
frs + halke 8} 


Ilal? 
— Sia A x = b, alors : (ab) = (ala À x} = [a, x, a] = 0. La condition 
est donc nécessaire. 
— Inversement, supposons qu'elle est remplie. Calculons : 
a A (b À a) = [lal#b — (albja = [lall*e. 

Aa 
CT 
L’équation peut alors s'écrire : 


Il en résulte que xç = est une solution de (5). 


a À (x — xo) = Ô 


et encore, compte tenu de a £ 0 : x — x; e Ra. 


4° Produits vectoriels et endomorphismes antisymétriques. — Rappelons 
que pour tout ue S(E,) il y a équivalence entre les assertions : 


i} u est antisymétrique (relativement au produit scalaire), ce qui s'écrit : 
VONEES IN = — (40) 


ä) il existe une base orthonormale e de E; telle que Mat(u;e} soit 
antisymétrique. 
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e PROPOSITION [. — Pour tout © € E;, 4, : x — &@ A x est un endomor- 
phisme antisymétrique de E.. 


La bilinéarité du produit vectoriel de E, fait que u,, est un endomorphisme 
de E;. D'autre part, pour tout (x, y) € Ej : 


GColy} = Lo, x, y] = — Lx, ©, y] = — (xiu(y)). 


Notons que si e = (e,,e,, e;) est une base orthonormale positive de E;, et si 
o = ae, + fle, + yes, alors, pour tout x = 6e, + ne, + Le, on a: 


u(x) = (BÇ — ynhe, + (VË — abe, + (an — Béjes 


En d’autres termes : 


0 -7y B 
Mat (ue) = y 0 —-a (6} 
—$ a 0 


—  Étudions u, (en éliminant le cas trivial © —= 0). Nous pouvons choisir la 
base orthonormale positive e de façon que e, = [[w/[" *@. Ainsi : 


0 —Iœl 0 
Mat (use) =} lwl 0 0 
0 0 0 


On constate que la droite D = Roœet le plan P = (Ro)! sont invariants par 
us qui induit sur D l'endomorphisme nul, et sur P la similitude |[w||p, où p est la 
rotation dont la mesure est 1/2 lorsque P est orienté « par le vecteur co » (2.3.1, 2°). 

Nous avons :u, = [lwlfr + p,, où p.est le projecteur orthogonal sur Petrla 
rotation de E, qui induit l'identité sur D et la rotation p sur P; @ est ainsi le 
produit d’un projecteur et d’une similitude directe, 


e PROPOSITION IL. — L'application © + u, est un isomorphisme de E, sur 
l’espace vectoriel des endomorphismes antisymétriques de E;. 


L'application, qui est visiblement linéaire, est injective ; en effet siw Z 0,on 
a Ker u, — Ro, et donc u,, # 0. D'autre part, la dimension n(n — 1}/2, avec 
n = 3, de l’espace vectoriel des endomorphismes antisymétriques de E, est égale 
à la dimension de E;. 


GÉNÉRALISATION. — Reprenons E, euclidien orienté (n > 3). Soit © = (6,,...,0,_,) un 
système libre de vecteurs de E,. Associons à @ l'application : 


Uw: En > En X + @i À... À W-2 À X 
qui est visiblement un endomorphisme non nul de E,. Pour tout (x, y)e E? : 
Wb}y) = Les, ...0,-2,x, y] = — [os 0,27, x] = — (ICO) 


u, est ainsi antisymétrique. Son noyau est le sous-espace D = Vect {{w,,...,w,_,)) de E,, de 
dimension n — 2. Son image, qui est celle de — u = u*, est le plan P = D! 
Soit e, un vecteur unitaire arbitrairement choisi de P. L'égalité : 


ue) = ke, avec k = (Gram (w,, ...,@,-,)l2, 


24.3 PRODUIT MIXTE. PRODUIT VECTORIEL 87 


définit un vecteur unitaire e, € P, orthogonal à e,. Sur P orienté de façon que la base (e,, e,) soit 
positive, u, induit un endomorphisme antisymétrique » qui transforme e, en ke, et qui s'écrit donc &p, 
où p est la rotation de mesure m2. Nous avons ici encore : u,, = kr © pp, Où ppest le projecteur 
orthogonal sur P et où r est la rotation de E, qui induit l'identité sur D et la rotation p sur P. 


S° Traduction matricielle de quelques endomorphismes de E,. — Soient 
e = (e,,e:,e3) une base orthonormale de E, et © = we, + Be, + ye; un 
vecteur unitaire de E, (au début, il n’est pas nécessaire de supposer que E, est 
orienté et que e est positive). 

On désigne par D la droite Ro, et par P le plan (Ro). 


Projecteurs orthogonaux poet pr, symétries orthogonales sp et sp. — On a : 
Prix) = À@, avec (olph(x)) = (wlx) et donc À = (w/x). 


Il en résulte : 


a? of «y 
Mat(prie) = | aB BP? fy (0) 
ay Br 


Les matrices qui représentent p,, 5, et s, s’en déduisent par : 
Pr = de — Pr Sn= — Id; +2p>; Sp= —S» 


Rotation r = [ow, 0]. — Nous supposons ici que E, est orienté et que e est 
positive. Nous avons noté [o, 8] la rotation induisant sur D l'identité et sur P la 
rotation qui a pour mesure 0 lorsque P est orienté par le vecteur w (ce quiest icile 
cas). En reprenant le 4° (avec ||w]| = 1), on constate : 

r = pp + (cos 6)p> + (sin B}us. 


Compte tenu de p, = Id, — p,, (6) et (7) fournissent Mat (r; e). 


REMARQUES. — a) La trace de r est liée à 6 par : 
twr=1+2cos0 (8) 
b) Les projecteurs pD et pP sont symétriques ; u,, est antisymétrique. Ainsi : 
1/2(r — r*) = (sin Oju,, (©) 
6° Caractérisation d'une rotation. — On donne une base orthonormale 
positive e, une matrice orthogonale droite M, et on cherche à mettre sous la 
forme « canonique » la rotation r qui est déterminée par Mat (r; e) = M.Onsait 
que ce problème admet deux solutions, de la forme [w, 0] et [— æ, — 61, (cf. 


notation introduite au 2.3.5, 2°). 
&' étant le vecteur de E; qui est fourni par l'égalité : 


Mat (u; e) = 1/2.(M —'M}) 
on a les deux conditions nécessaires (8) et (9) sous la forme : 
cos 0 = 1/2.(tr M — 1); (sin 6}o = w' 


ce qui fournit deux solutions éventuelles, et donc les deux solutions. 
RAMIS. — Math. Spéc. 2. Aigèbre 4 
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C'est ainsi que si, par exemple, M est la matrice orthogonale droite : 


2 12 0 14 
L 1 L 
M=-| -2 2 11, alors : =(M—'M)=-| -1 0 ! 
3 2 2 
fr. 129 00 —1 -1 0 


et ici : cos 8 = 1/2: (sin 6)æ = 1/2— e, +e — es) 
On peut adopter : r = H//3.- ei +e1 — €: 1/3]. 


EXERCICES 


21. — Soient à un automorphisme et v un endomorphisme d’un espace euclidien E. 
Montrer qu'il existe un réel k tel que, 


VxeE Ib < KI 
22. — Soient u et v des endomorphismes d’un espace euclidien Æ. Montrer qu’il 
existe un réel k tel que : 
VxeE oo < AIxI? + eo)". 
23. — Montrer qu’une norme N sur un R-espace vectoriel E est euclidienne si, et 


seulement si, on a, pour tout (x, y)e E? : 
ENG + nl + [NX — 2 = 2LNGIP + ENG). 
2.4. — Soient a et b des vecteurs non nuls d’un espace euclidien E de dimension 
n>2 
a) Trouver la forme polaire de la forme quadratique 
D: x er (alblx|x) — (al xblx). 
b) Discuter le rang de D. Que peut-on dire de sa signature ? 


25. — Montrer qu'un endomorphisme p d’un espace euclidien E est un projecteur 
orthogonal si et seulement s’il vérifie : 


@? = p}A(VxeE [lp(x]l < IIxlh). 
*2.6. — Soit # un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien E. 


a) On pose & = u — Id. Montrer : Ker & = (Im c}!. 
ñ 
b) Montrer que, pour tout xeE, la suite n ++ — > u*(x) converge vers la 
Rx=o 
projection orthogonale de x sur Ker »., 


2.7. — Soit E un espace préhilbertien réel. Pour x € E\{0} on désigne par s, la 
symétrie orthogonale par rapport à la droite Rx. Montrer que tout endomorphisme de E 
qui commute avec toutes les symétries s,, x e E\{0}, est une homothétie. Trouver tous les 
endomorphismes de E commutant avec toutes les isométries de E. 
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28. — Soient et B deux matrices réelles d'ordre n, symétriques, de valeurs propres 
toutes positives. Étant donné XER*, que peut-on dire des valeurs propres de A+B, de 
M={(,—2XANI, + A4) 1, deN =(1, — AB)(, + AB)! ? 


Montrer que les valeurs propres de la matrice MN sont toutes de module inférieur à 1. 


29. — Soit f un endomorphisme antisymétrique d’un espace euclidien E. 
a) Montrer que g = Id, + fetg' = Id; — f sont des automorphismes de E et que 
h=g <q"! est une rotation. 


b} Réciproquement montrer que si 4 est un automorphisme orthogonal tel que 
h + Id, soit un automorphisme de E, ilexiste f, endomorphisme antisymétrique de E tel 
que h = (de; — f)o{ld; + f) ! et qu'alors h est une rotation. 


210. — Soit E un espace euclidien et Ÿ un endomorphisme de E. Montrer que deux 
des propriétés suivantes impliquent la troisième : 


i} f est une isométrie; ii) f « f = — Id,; üi) f est antisymétrique. 


2.11. — Soit A une matrice symétrique réelle d'ordre n. Montrer que s’ilexiste k e N, 
k > 2, tel que 4f = 1,, alors 4? = 1,. 


212. — Soient Aet B des matrices symétriques réelles positives (ce qui signifie que 
les formes quadratiques associées sur R" sont positives). On donne k e K\{0}. 


a) Montrer que tout vecteur propre de A“ est vecteur propre de 4. 
b) Montrer que si A* = B!, alors À = B. 


2.13. — Soit x un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. Prouver que 


la trace de u est nulle si, et seulement s’il existe une base orthonormale de E formée de 
vecteurs isotropes pour la forme quadratique x + (u{x)|x)}. 


214. — Soit Ae.#c{n), antisymétrique à coefficients réels de valeurs propres 


TEE Forme générale des B € .#c{n), à coefficients réels, admettant pour valeurs 
; 1+2 DUR 
ropres les ,keN,. 
prop 1-3, 
215. — Soit P(X,, ..., X;) le déterminant d'une matrice antisymétrique d'ordre 6 


dont la première ligne est [OX, X,X,X,X 1], les autres éléments que ceux de la 1° ligne et 
de la 1 colonne étant des constantes réelles. Montrer que P est le produit de deux 
polynômes du premier degré aux indéterminées X,,..., X.. 


216. — Soient E un espace préhilbertien réel et 4 un endomorphisme de E. 

a) Vérifier l'équivalence des deux assertions : 

i) w est antisymétrique; ii) VxeÆ  (x{u(x)} = 0. 

b} Dans la suite, on suppose E euclidien et # antisymétrique, Montrer que, dans 
€C[X]1 le polynôme caractéristique de u n’admet que des racines imaginaires pures et que 
le rang de u est pair. 

c) Montrer que ? est diagonalisable. Soient À une valeur propre non nulle de u? et 
ÆE() le sous-espace propre associé à À. Montrer que E(A) est stable par u et de dimension 


paire. Montrer qu'il existe des vecteurs e,, ...,e,de Etels que(e,, ...,e,, ue;), ..., u(e,)) 
soit une base orthogonale de E(A). 
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En déduire l’existence d’une base orthonormale de E dans laquelle u est représenté 
par une matrice de la forme : 


0 — 
diag(0,...,0,M,,...,M,) avec M-| “E a, € R* 
a 


(On retrouvera ainsi un résultat obtenu en 2.3.7.) 


d) Montrer qu’un endomorphisme v de E est le carré d’un endomorphisme 
antisymétrique si, et seulement si, son polynôme caractéristique est de la forme : 


XX) = ANT fl CA? + ap. 


i=1 


2.17. — Réduire dans le groupe orthogonal la forme quadratique déterminée 
dans E, euclidien rapporté à la base orthonormale (e,, e,, e;) par : 


3 
FLE a) = —2Ei+ EE — AE, + ZE — dit) 
St 
2.18. Utiliser l’orthogonalisation simultanée de deux formes quadratiques pour 


an? — M2 + 2 


trouver les extrémums absolus de 
3E2 + n°? + 30? — 2EC 


R*\{(0, 0, 0)}. 


lorsque {ë, n, t) parcourt 


219. — Soient 4et B deux matrices symétriques réelles d’ordre n, À étant à valeurs 
propres strictement positives. Montrer que le polynôme caractéristique de A°!B est 
scindé sur R. 


220. — Inversiox. — Soient E un espace préhilbertien réel et x un réel non nul. On 
appelle inversion de puissance & l'application : 


& 


i,: E\{0} — E\{0} Re* 


a} Montrer que i, est une involution de E\{0} dans lui-même. 


b) Soit S une sphère de centre 4, contenant 0. Montrer que i,(S\{0}} est un hyperplan 
orthogonal à a. Inversement étudier l'image par i, d’un hyperplan H (éventuellement privé 
de O). 

c) Soit S une sphère de centre a, de rayon r, ne contenant pas 0. Montrer que si 
a = [la] — r?, i(S) = S. En déduire i,(S) pour tout x e R* (on pourra étudier i, » ig). 


221. — En utilisant une inversion, montrer que quatre éléments quelconques 
a, b, c, d, d'un espace préhilbertien réel vérifient : 
Île — BI lle — di <& lle — di Td — bl + Île — di b — dl 
222. — E, euclidien est rapporté à la base orthonormale (e,, ...,e,). On pose : 


1 
a=—(e +'+e) et F,= Vect(e,,...,e,, (peN,) 


7 € 


Calculer l'angle du vecteur unitaire a et de F, 


EXERCICES 91 


223. — Dans Æ,euclidien, une famille d'éléments (x,, ..., x,) est dite obtusangle si, 
et seulement si : 


V(,j)e NS GÆj = (xx) < 0. 
a) Montrer qu'une famille obtusangle peut avoir n + 1 éléments, mais pas 
davantage. 
b} Soit(x,, ..., x,)une famille obtusangle dans laquelle l'angle @ de x;et x, i # j,est 
indépendant de i et j. Vérifier : 


1 +(p — 1}cos p > 0, avec épalité si p=n+i 
224. — Soit(e,,...,e,) une base obtusangle de E, euclidien (cf. 2.23). 
n 


Soit x = Ÿ Ee, un élément de E,telque: VieN, (xle) > 0. 


=1 
Montrer:VieN, &;> 0. 
2.25. — Soient Fet G deux sous-espaces non réduits à {0} d’un espace euclidien E de 
dimension n. 
a) Justifier les résultats énoncés au 2.3.4, 4°, a). 
b} On étudie : 


. 1 
9 = inf 4Arccos — |{x,yeF x G, [x|] = [lpl| = 1} 
Ill HLpil 
Pour cela on introduit la forme quadratique ® sur F définie par x + {|g{x)|l?, où gest le 
projecteur orthogonal sur G; soit (e,, ...,e,) une base orthonormale de F telle que : 


o[$ ce.) = $ C8 


i=1 

a) Vérifier à,e [0, 1]; montrer que F n G admet une base formée des e, pour 
lesquels à, = 1. 

B) On suppose F n G = {0}. Montrer que 8 = Arc cos à, où x = max (x;). Mon- 


trer qu’il s'agit d’un minimum. Montrer que 8 = 2 si, et seulement si F et G sont 
orthogonaux. 2 
y} On suppose maintenant F À G Æ {0}etF n G £ F(ona donc8 = 0}. On pose 
alors @" = Arccos o, où a’ = max {aie N,) À (a; # 1)}. Interpréter 8’ en utilisant b) 
et les sous-espaces 
F=Fa(F nGjt et G=Gn(FnG)!. 


ô) Interpréter la relation 0’ = x/2. (On ne trouve pas F et G perpendiculaires; cette 
étude ne permet pas d'étendre à E, la notion d’angle de deux sous-espaces, comme pour 
n=2oun=3) 


226. — Dans R*° euclidien rapporté à la base canonique (orthonormale), on pose : 
F = {En Qi? + bn? + cf? = 0) À (aë + bn + cE = 0)} 


où(a, b, c)e R° est donné. A quelle condition F est-il la réunion de deux droites ? 
Quel est alors l'angle de ces droites ? 


227. — Soient H,,...,H, des hyperplans indépendants de E, euclidien, u; la 
symétrie orthogonale par rapport à H; et u = u, ° ::: ou, Montrer que l'ensemble des 
points invariants de west H, nn: nH, 
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[Se ramener à p = n,et doncH, n --: n H, = {0}; prouver ensuite par récurren- 
ce que si u(x} = x, alors xeH, n°: nH,etx=u,,,c:--0ou,(x)] 
2.28. — Soient u et » deux rotations de E, euclidien. Vérifier l'équivalence : 


ijuev=vou; 


li) yet » ont les mêmes éléments invariants ou sont les symétries par rapport à deux 
droites orthogonales. 


2.29. — Étudier les endomorphismes de E, euclidien représentés dans une base 
orthonormale par les matrices : 


3 i NO 8 1 -4 
1 


9 
6 6 2 1 8 4 


cos p cos 8 cospsin8 sin 
— sin 0 cos 8 0 
— sinpcos8 —sinpsin® cos 
S'il s’agit de rotations, en déterminer l’axe et l'angle. 


230. — Soit (a, b,c)e R°. Montrer que 


b € 
M = a b 
b € a 


est une matrice de rotation si, et seulement si, a, b et c Sont racines d’une équation 


x x?+k= 0, où D<k<+ 
; <k<= 


2 


4 sin 7@ : 7 : _ 
En posant k = re déterminer explicitement les matrices M correspondantes, ainsi 


que les axes et les angles des rotations qu'elles représentent. 


231. — Dans E, euclidien orienté, on désigne par R la rotation [o, 8], où w est 
unitaire, et par r une rotation quelconque. Montrer que r °R or" est la rotation 


Er(@), 8]. 


232. — Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. 


a) Pour tout (u, v, w)e E*, montrer que , », w sont linéairement indépendants si, et 
seulement si, 4 À vetu A w le sont. 


b} Pour tout (u, v, w,s}e E*, montrer : 


GA ovlw AS) =(ulw(ls) — (uls)(olw) 
(u A v) À {w As) = [u,e,s]w — [u,v, w]s 
La mw Au A 0] = [uv wl?; 
(ulw) (uls) 
(olw)(vls) 


(u À vlw A s) = 
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c) La base (e,,e;, e,) étant orthonormale, on désigne par p; le projecteur orthogonal 
sur Vect (e, e,), i, j, k deux à deux distincts. Pour tout (u, )e E? montrer : 


$ 
Ike À vf = X Gram(pw), pi(v)). 


i=1 


233. — Dans RS euclidien orienté, on donne deux vecteurs vet w et à tout vecteur x 
on associe le réel D(x) = {x|2 À (w A x)). 
a) Montrer que ® est une forme quadratique. 


b) Trouver une base orthonormale de RŸ qui soit orthogonale pour ®. (On montrera 
que l’on peut se limiter au cas où » et w sont unitaires.) 


c) D est-elle définie ? Est-elle positive ? 


234 — Soit E un espace euclidien de dimension 3. 

a) Soit T un sous-groupe distingué de O*(E) admettant un élément # # Id. En 
utilisant les rotations 1#, k e N, montrer qu'il existe une rotation p € F, de mesure 8 telle 
que cos 8 < 0; en déduire qu'il existe x e E\{0} tel que x et p(x) soient des vecteurs 
orthogonaux et que, { désignant le retournement autour de Rx,r = tcpotcep ‘'estun 
retournement appartenant à F. 

b} Montrer que, pour tout f eO*(E), f sr f”! est un retournement appartenant 
à T. En déduire que T contient tous les retournements de E, et que T = O*(E). [Cette 
étude montre que les seuls sous-groupes distingués de O * (E) sont {Id,} et O*(E), ce que 
l'on exprime en disant que O *(E) est un groupe simple.] 


235. Cet exercice fait appel à la topologie. *Soit u une isométrie d’un espace euclidien 
E de dimension n > 0. On va donner une seconde démonstration de l'existence d'un sous- 
espace de E de dimension 1 ou 2 invariant par u. 

On remarque que l’ensemble 4 des vecteurs unitaires de E est un compact de E, pour 
la topologie induite par la distance euclidienne. En déduire que la restriction à 4 de 
Papplication { + [lu(t) — t|| admet une borne inférieure et qu’il existe x € Ÿ en lequel 
cette borne est atteinte. 

a} Conclure lorsque u(x} € {x, — x}. 

b) On suppose u(x) # {x, — x} et on pose P = Vect (x,u(x)}. Montrer #/{x)e P et 
conclure. 

[On pourra considérer y tel que 2y = x + u(x),et montrer que u(y}est le symétrique 
de y par rapport à la droite Ru(x)]., 


236. — PoLyNOMESs DE LeGENDRE. — Soit ( | ) l'application de R[X] x R[X] 
dans R définie par : 


+ 
PI + Î P(Q( dr. 
Es f 

a) Montrer que (R[X1], ( | }) est un espace préhilbertien réel. 

b} En appliquant à (X"),., le procédé de Schmidt, montrer qu'il existe une et une 
seule famille orthonormale(P,},., dans laquelle P, est un polynôme exactement de degré 
# qui vérifie (P,1X") > 0. Montrer qu'il s’agit d’une base de R[X]. 

c} On définit le polynôme Q, par la fonction associée : 

d' 


t — (2 —1ÿ 
mia 0 
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Montrer : deg Q, = n. Montrer que Q, a n racines simples appartenant à ] — 1, + 1[. 
Montrer que Q, est orthogonal à tout polynôme P tel que deg P < n. 
Calculer (0,1Q,), Q,(1), Q(— 1). 


Montrer P, = À,Q, et calculer À,. 
d) Établir : 


ÿn>2 nQ,=Qn-1)XQ,, -(n— DO, 2 


5 (A — 22} P5(0) + nfn + 1)P,(6) = 0 


VteR — 
dt 


L 
e) Calculer a, = [ P,(e) dr. 


Lo) 
237. — Porynômes DE Lacuerre. — Reprendre l'exercice précédent avec : 


+œ 


(PIQ) [ e-'P{nQO(t) dr (on justifiera l’existence) 
0 


On adoptera ici Q, associé à la fonction 


Î d” 
th—e e tt 
nl dé” ( ) 
On montrera que Q, a n racines simples appartenant à R*. 


On établira : 
Er +20, — (n + 3Qsi + XQ1 + (n + DQ, = 0 
VieR 1Q% (8) + (1 — 50, + nQ,(0 = 0. 


238. — Porvnômes De Tcnervycerr. — Reprendre l'exercice 2.36, avec : 
PIQ —- F pou à 
R — ——— P(rQ(r) dr. 
2x, /4 8 | 
: 1 1 
On définira @, par e(: + +) =t+— 
r 
On montrera : Q,(2 cos u} = 2 cos nu. 
On établira : Q, = XQ,-; — Q,-2,(n > 2). 
2.39. — Reprendre les questions a} et b) de l’exercice 2.36, avec 


b 
(P1Q) = [ JOPOQ(G dt, (a < b), 


a 


où f est une application continue, positive et non nulle de [a, b] dans R. 

Montrer ensuite que, pour tout # e N\{0}, le polynôme P, admet n racines simples 
appartenant à Ja, b[. (Supposant que P, s’annule en changeant de signe aux points 
t,..., t de Ja, bT, avec 0 & ! & n — 1 on montrera : 


b 
[ SOP,(L(E — 1)... (€ — 13] de = 0 


et on constatera qu’il y à une contradiction.) 
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FORMES SESQUILINÉAIRES 
HERMITIENNES 

FORMES QUADRATIQUES 
HERMITIENNES 


Dans tout ce chapitre le corps de base est €. Nous 
allons développer une théorie voisine de celle des formes 
bilinéaires symétriques et des formes quadratiques sur €. 


3.1. PRÉAMBULE 
3.1.1. Conjuguée d’une C-matrice ; adjointe d’une C-matrice 
1° DÉFINITION. — Soit M = [u;;] un élément de .#.(n, p). On appelle : 
— matrice transposée de M l'élément M = [f;;] de .#<(p, n} défini par : 
VEDEN, x N, Bi = ji 
— matrice conjuguée de M l'élément M = Cri] de .#c(n, p} défini par : 
VGDENXN, = 


— matrice adjointe (ou transconjuguée) de M l'élément M* = ‘(M) de 
M.{p, 1); on constate que M* = (M). 


PROPOSITION I. — a) Pour toute C-matrice À : 
(A = A4: (He 4: (A9 = 4 
b) Pour tous (4, B}e .#.(n, p) x #n, p} et ae C : 


(A+B)='A+'B (A+B=AÂ+B: (A+ B) = A* + B* 
(aA)= 4:  (oA) = GA:  (u4)* = aA*, 


c) Pour tout (4, B}e.#c{n, p) x #c(m, n) : 
(BA) = "AB:  (BA)= BA; (BA) = A*B*. 


d) Pour toute C-matrice carrée inversible À, les matrices ‘4, À et À* sont 
inversibles et : 


CA! = AT) Q'= AT): (497 = (AT. 
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e) Pour toute C-matrice carrée : 


det'A = det A:  det À = (det A}:  det A* = (det À). 
f) Pour toute C-matrice À, les matrices À, ‘4, À et 4* ont le même rang. 


En ce qui concerne la transposition, ces assertions ont été vérifiées aux n°* 
9.4.5, 9.4.6 et 10.23. du tome L. Il suffit donc de traiter le cas de la conjugaison 
(celui de l’adjonction se déduisant des deux précédents}; il ne présente aucune 
difficulté (une fois vérifie e), f) s’en déduit en considérant le rang d’une C-matrice 
comme l’ordre maximum d'une sous-matrice carrée à déterminant non nul). 


Prorosirion IL — Les applications M + M et M + M* sont des 
isomorphismes de R-espaces vectoriels de .#c(n, p) sur #<(n, p) et #C(p, n} 
respectivement. 


5 


Conséquence immédiate de la proposition I.b). 
On observera que, pour les structures de C-espaces vectoriels les applica- 
tions considérées ne sont que semi-linéaires (cf. 3.1.2, 2°). 


2° Matrices hermitiennes (*) matrices antihermitiennes. — DÉFINITION. — 
On appelle matrice hermitienne ou autoadjointe toute C-matrice carrée égale à son 
adjointe, et matrice antihermitienne toute C-matrice carrée opposée à son adjointe. 


Une matrice hermitienne est donc une C-matrice carrée telle que les 
éléments de la diagonale principale sont réels, et que deux éléments symétriques 
par rapport à la diagonale principale sont complexes conjugués. 


PROPRIÉTÉS. — a) Une C-matrice carrée M est antihermitienne si, et 
seulement si la matrice iM est hermitienne. 

b} La somme de deux matrices hermitiennes(resp. antihermitiennes) possède la 
même propriété. 

c) La multiplication par un réel n'altère pas le caractère hermitien (resp. 
antihermitien) d’une C-matrice carrée ; ce n'est pas vrai pour la multiplication par 
un élément de C\R. 


PROPOSITION. — Les ensembles respectivement constitués par les matrices 
hermitiennes et par les matrices antihermitiennes d'ordre r sont des sous-espaces 
supplémentaires du R-espace des C-matrices carrées d'ordre n: l'application 
M t- iM est un isomorphisme du premier sur le second; leur dimension 
commune est n°. 


— Il s’agit de parties d’un R-espace vectoriel non vides (puisque contenant 
l'élément nul) et stables pour les lois de structure (cf. propriétés). 

— On vérifie aisément que M + iM est un isomorphisme de R-espaces 
vectoriels. 


€} Du nom du mathématicien français Charles HERMITE (1822-1901). 
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— Pour toute C-matrice carrée M, l'équation à l’inconnue {S, À) 


(M = S + 4} À (S est hermitienne) A (A4 est antihermitienne) 


ne peut admettre pour solution que le couple 
Q/2.(M + M*), 1/2.(M — M*) 


qui, visiblement, convient. 
— Deux sous-espaces supplémentaires et isomorphes d'un R-espace vecto- 
riel de dimension 2#? ont pour dimension commune n?. 


3.1.2. C-espaces vectoriels conjugués 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient E = ([", +, T) un C-espace vectoriel, 
et À la loi externe sur F définie par : 


Va xecCxr alx=aTx. 


Le triplet Ë = (T, +, L) est un C-espace vectoriel, qui est dit espace vectoriel 
conjugué de E. 


Démonstration immédiate. 


Les propriétés de l’un des espaces E ou E se déduisent de celles de l’autre de 
la façon suivante : 


a) On a(Ë) = E, ce qui permet de parler d'espaces vectoriels conjugués. 

b) SiE' = ([”, +, T) est un sous-espace vectoriel de E, alors E = (T", +, L) 
est un sous-espace vectoriel de E. 

c) Une famille de vecteurs de T est une famille génératrice (resp. une famille 
libre: resp. une base) de l'espace vectoriel E si, et seulement si c’est une famille 
génératrice (resp. une famille libre, resp. une base) de l'espace vectoriel E. 

Pour toute base commune e (notée tantôt e(E), tantôt e(EË)) et pour tout x ET, 
on passe par conjugaison des coordonnées de x dans la base e(E) aux coordonnées 
de x dans la base e(EË). 

Les deux espaces sont simultanément de dimension finie. Il y a alors égalité des 
dimensions et, pour tout couple (e, e’) de bases communes on passe par conjugaison 
de PXe à PA. 

A titre d'exemple, montrons que si la famille e = (e;).., est génératrice pour 
E, alors elle l’est pour E. 

A tout xe T on peut, par hypothèse, associer un élément {u;).., de Cl tel 


que :x = Ÿ a; T e;; en convenant que, pour tout ie I, B; désigne a, on constate 
iel 


que (f).., est un élément de Cl telque :x=YBLe.. [ 


ief 
Nous allons maintenant reprendre les notations habituelles, en écrivant ax 
pour & T x et œx pour & L x. 
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2° Applications semi-linéaires. — Soient E et F deux C-espaces vectoriels. 


DÉFINITION. — On appelle application semi-linéaire de E dans F toute 
application u de E dans F vérifiant les deux conditions : 

D V&DeE? u(x + y} = u(x) + (y) 

il Va xjeC x E u(ax) = au(x). 


Le lecteur vérifiera aisément : 


PropPosiTion IL. — Pour toute application w de E dans F(!), les assertions 
suivantes sont équivalentes : 

Ï) u est une application semi-linéaire de E dans F; 

ü) est une application linéaire de E dans F: 

ii} u est une application linéaire de E dans F. 


ProposiTion IL. — L'ensemble des applications semi-linéaires de E dans F est 
un sous-espace du C-espace vectoriel F£; on le note ,,(E, F). L'application 
identique de Z,,(E, F) sur Z(E, F) est un isomorphisme, l'application identique 
de Z,}(E, F) sur Z(E, F) est un semi-isomorphisme (application semi-linéaire 
bijective). 


L'étude des applications semi-linéaires peut se développer directement ou se 
ramener à celle des applications linéaires. C’est ainsi que si # est une application 
semi-linéaire de E dans F : 

— l'image (resp. l’image réciproque) d’un sous-espace vectoriel de E (resp. 
F) est un sous-espace vectoriel de F (resp. E); 

— on dispose du noyau Ker u = u”1({0;}), de l’image Im u = u(E), semi- 
isomorphe à E/Ker u, et, lorsque Im est de dimension finie, du rang 
rgu = dim (Im w). Si E est de dimension finie on a : 


rg u = dim E — dim (Ker u), u injectif + rgu = dimE. 
Si F est de dimension finie on a : 
u surjectif + rgu = dimF 
3° Formes semi-linéaires. — DÉFINITION. — Soit E un C-espace vectoriel. Toute 
application semi-linéaire de E dans € est dite forme semi-linéaire sur E. 


On notera que, pour toute u e Cf, les assertions suivantes sont équivalen- 
tes : 


i) west une forme semi-linéaire sur E; 
ïi) u est une forme linéaire sur E; 


ii) ue CE, définie par x + u(x), est une forme linéaire sur E. 


€) I serait plus correct de dire : « pour toute application u de l'ensemble sous-jacent à E dans 
l'ensemble sous-jacent à F ». 
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3.2. GÉNÉRALITÉS SUR LES FORMES HERMITIENNES 


3.2.1. Formes sesquilinéaires sur E x F 


Soicnt E et F deux C-espaces vectoriels. 


1° DÉFINITION. — On appelle forme sesquilinéaire (*) sur E x F toute 
application @ de E x F dans € vérifiant les deux conditions : 

ï) Pour tout yeF, o(., y) est une forme semi-linéaire sur E; 

ii) Pour tout x€eE, o(x, .) est une forme linéaire sur F. 


Ces deux conditions s'explicitent sous la forme des identités : 
Ï} pÜx + x, y} = px y) + pix, yet plax, y) = Sofx, yi: 
ü) px y + y} = px, y) + qix, y} et px, ay) = ap{x, }). 


En remarquant que i) s'écrit : 


i} Pour tout yeF, @(., y) est une forme linéaire sur E, 


le lecteur établira aisément : 


PropPosirion I. — Une application de E x F(?) dans C est une forme 
sesquilinéaire sur E x F si, et seulement si elle est une forme bilinéaire sur E x F. 

L'ensemble des formes sesquilinéaires sur £ x F est un sous-espace du C- 
espace vectoriel C£*F; on le note Z,,(E, F). L'application identique de Z,,(E, F) 
sur ,(E, F} est un isomorphisme. 


e L'étude des formes sesquilinéaires — qui va suivre — est parallèle à celle 
des formes bilinéaires, à laquelle elle se ramène grâce à la proposition I. Sauf 
difficulté particulière, les démonstrations seront laissées au lecteur, sans que cela 
soit toujours dit explicitement. 


e PROPOSITION II. — Soit € Z,,(E, F). Pour toussous-espaces E’ de E et F” 
de F, la restriction de @ à E’ x F' est une forme sesquilinéaire sur E' x F'. 


2° Applications semi-linéaires associées à une forme sesquilinéaire. — Soit 
pe ;nE, F) 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Les applications : 


d FE pr o(, y) et gé'E — FY x + px.) 


{*} Le préfixe sesqui peut se lire une fois et demi. D'autre part, nous définissons ici les formes 
sesquilinéaires à gauche; on pourrait introduire des formes sesquilinéaires à droite. 

@) Il serait plus correct de dire : « une application de F x A dans €, où let A sont les 
ensembles sous-jacents à E et à F ». 
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sont semi-linéaires ; elles sont respectivement appelées application semi-linéaire 
associée à droite à @ et application semi-linéaire associée à gauche à +. 

L'application @t— d, est un semi-isomorphisme de Z,,(E, F) sur 
Æin(F, E*); l'application @ + g, est un isomorphisme de Z,,,(E, F) sur 
PintE, F*). 


La relation fondamentale s'écrit ici : 
VONEE XF px y) = <d,(yh x) = <g,(x} P}r (2) 


3° Rang. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Si l’une des applications semi- 
linéaires, d,, ou g,, associées à une forme sesquilinéaire @ € Z,,(E, F) est de 
rang fini r, l'autre est aussi de rang fini r, et on dit que est de rang finir. 
On désigne par 8, et y, les applications linéaires, de F dans (y et de E dans F*, qui sont 
respectivement associées à droite et à gauche à @, considérée comme élément de Z,(E, F). On 
constate que les sous-espaces vectoriels Im g, et 1m y, de F* sont confondus, que le sous-espace 


Im d, de E* et le sous-espace Im ô, de(E)* ont pourensembles sous-jacents des parties de €’ se 
déduisant l’une de l’autre par conjugaison et qu’ils sont semi-isomorphes. Ainsi d, et 8, d'une part,g, 
et y, d'autre part sont soit simultanément de rang infini, soit de rang fini commun. On se ramène au 
théorème du 1.1.7, 3°. O 


4 Orthogonalité. — Soit o e Z,,,(E, F). Posons : 
DÉFINITION. — On dit que xeE et y e F sont 6-orthogonaux, et on note x g y 
si, et seulement si @(x, y) = 0. 


On reconnaît la condition d’orthogonalité par rapport à @, considéré 
comme élément de Z,(E, F). Les résultats du 1.1.7, 4° s'étendent immédiate- 
ment : orthogonal d’une partie, parties orthogonales, propriétés de l'orthogonalité. 


5° Non dégénérescence. — Soit pe;,(E,F). Posons (avec les 
notations du 2°) : 


DériNIrion. — Le noyau E* de d, et le noyau F* de g, sont appelés noyau à 
droite et noyau à gauche de o. On dit que est non dégénérée si, et seulement si 4, 
et g, sont injectives, ce qui s'écrit E! = {0,} et F1 = {0,}. 


On reconnaît les noyaux à droite et à gauche, ainsi que la condition de non 
dégénérescence de @, considéré comme élément de #,(E, F). Les résultats du 
1.1.7, 5° s'étendent immédiatement : dans les énoncés il suffit de remplacer forme 
bilinéaire par forme sesquilinéaire. 


6° Cas où dimE = pet dimF = n, (p > 0, n > 0), — On constate tout 
d'abord : 
dim #,,(E, F) = (dim E).(dim F). 


e Représentation matricielle de @ € Z,,(E, F). — Munissons E et F de bases 
e et f. Introduisant la (p, n) matrice sur €, Q = [w;;], avec w,; = we; f), on 
constate : 
VODEEXF quRy= Y Eon,=X*QY 


[MAP 


Q est appelé matrice représentative de 6 dans les bases e et f, et notée Mat (œ;e,f). 
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Remarquons que : 


VGrNEeExF (x, y) = Y*Q*X. 


PropPosiTion I. — Les bases e et f étant choisies, 6 + Mat(v ; e, f) est un 
isomorphisme d'espaces vectoriels de ,,(E, F) sur #(p, n). 


Changement de bases. — Soient e et e’ des bases de E, f et f’ des bases de F. 
On note P = P£ et Q = Pf. 

Pour tout oe Z,,(E, F), = Mat(p:e, fjet Q = Mat(p;e’, f)sont liées 
par : 

Q' = P*QQ 

e Forme sesquilinéaire non dégénérée. — PROPOSITION II. — En dimension 
finie, pour toute 6 € S,,(E, F) les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) la forme sesquilinéaire p est non dégénérée ; 

äi) l’une des applications semi-linéaires associées à @ est bijective; 

iü) (dim £ = dim F) À (rang = dim E). 


3.2.2. Formes sesquilinéaires sur E 


Soit E un C-espace vectoriel. 


Toute forme sesquilinéaire sur E x E est dite forme sesquilinéaire sur E: 
on note Ÿ,,(E) pour Z.,(E,E) et, en dimension finie Mat (vw; e) pour 
Mat (w; e, e). 

L'étude des matrices de Gram et des discriminants, qui a fait l'objet du 
1.1.2, 2° s'étend immédiatement aux formes sesquilinéaires : dans les énoncés, il 
suffit de remplacer 6 € ,(E) par @ € Z,,(E) et les formules (1), (2), (3) par : 


A, {e) = [det Péj°.A, (e) @) 
Gram, (x) = Idet.(x)l?. A, (e) (2) 
Gram,{u(x})) = [det u[?.Gram, (x) G) 


3.2.3. Formes sesquilinéaires hermitiennes, antihermitiennes 


Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie ou infinie. 


1° DÉFINITION. — On dit que 6 € Ÿ,,(E) est une forme sesquilinéaire 
hermitienne (!) (resp. antihermitienne) si, et seulement si : 


vx ne E? ox, y) = (y, x) Cresp.p(x, y) = — o(y,x)] (D 


€} Il vaudrait mieux dire : forme sesquilinéaire à symétrie hermitienne. 
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EXEMPLES. — a) Soit 1 un ensemble quelconque. L'application : 


CD x CU + © (Eden Me) + E En 


ief 
est visiblement une forme sesquilinéaire hermitienne. On l'appelle forme sesquilinéaire canonique sur 
LAUX 


b) Soit [a, b], a < b, un intervalle de R, et E le C-espace vectoriel des applications intégrables de 
Le. b] dans C. L'application : 


b 
ExE € ar [7e 
où f est définie par Yt € [a, b] ft) : 6, est une forme sesquilinéaire hermitienne. 


REMARQUES. — a) Une forme sesquilinéaire @ est antihermitienne si, et 
seulement si la forme iv est hermitienne. 


b) La multiplication par un réel n’altère pas le caractère hermitien (resp. 
antihermitien) d’une forme sesquilinéaire; ce n’est pas vrai pour la multiplication 
par un élément de C\R. 


PRoPosiTION IL. — Les ensembles respectivement constitués par les formes 
sesquilinéaires hermitiennes et par les formes sesquilinéaires antihermitiennes sur 
E sont des sous-espaces supplémentaires du R-espace vectoriel des formes 
sesquilinéaires sur E; l'application @ + io est un isomorphisme du premier sur le 
second; on les note #,,(E) et if,,(E). 


Toute forme sesquilinéaire sur E s'écrit, de façon unique, @ = © + io’, où 
de | ; »P ; 


1 
CRC URSS AU }} + (y, x)) 


et di + — (0) — EU: x) 


sont des formes sesquilinéaires hermitiennes sur E. 


PROPOSITION IL — Soit € Z,.(E). Les applications semi-linéaires associées 
à , qui appartiennent à Z,,(E, E*), sont égales si, et seulement si @ est 
hermitienne. 


2° Orthogonalité; noyau; non dégénérescence. — Soit @ € ;,(E). Ici 
VOIEE? (ox pi = 0) & (p(y, x) = 0). 
Les résultats énoncés au 1.1.3, 2° s'étendent, sans la moindre modification. 


3° Cas de dimE = n > 0. — Proposrrion. — Soit E un C-espace vectoriel 
de dimension finie ñn > 0, et e une base arbitrairement choisie de E. Pour toute 
pe #,2(E) les assertions suivantes sont équivalentes : 


i) + est hermitienne; üi) Mat (9; e) est hermitienne, 


On utilise ici o(x, y) = X*QY et p(y, x) = X*Q*Y. 
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CoroLLalRE. — Si dim E = n > 0, le R-espace vectoriel 4,,(E) est iso- 
morphe au R-espace vectoriel des matrices hermitiennes d'ordre n, et donc de 
dimension n°. 


Ce résultat se retrouve d’ailleurs grâce à la proposition I du 1°. 
4 Éléments isotropes. — Partant, cette fois, d’un C-espace vectoriel E et 


d’une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, @, on pose les trois mêmes 
définitions qu’au 1.1.3, 4°, et on en déduit les mêmes conséquences. 


S° Farnilles orthogonales; familles orthonormales. — On opère de même. 
Retenons, en particulier que si e est une base orthogonale (resp. orthonormale) 
de E: 


v( pe E? px, y} = 2 Énote, ei) (resp L En). 


3.2.4. Formes quadratiques hermitiennes 


Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie ou infinie. Étudions 
l'application qui à toute forme sesquilinéaire @ sur E associe l'application 
D:x + px, x) de E dans C. Pour @ donné, nous avons les « identités » : 


D(ax) = axD(x) @ 
Dix + y) = (x) + D(r) + px, y) + p(y, x) (2) 
D + ip) = D(x) + (y) + ip(x, y) — ip(y, x) (3) 

20(x, y} = D(x + y) — iD(x + iy) — (1 — D(P(x) + D(y) (4) 
— 26e y) = Dx — y} — iD(x — ip) — (1 — H(D(x) + D(y) 6) 


4x, y) = dx + y) — D(x — y) — D(x + ip) — PAx — ip) (6) 


(G) se déduit de (2) en changeant yeniy;(4)se déduit de (2) et (3) par combinaison 
linéaire; (5) se déduit de (4) en changeant y en — y;(6)se déduit de (4) et (5) par 
combinaison linéaire). 

L'application étudiée est C-linéaire; elle est injective, ainsi que le montrent 
chacune des identités (4), (5), (6); pour pe 7,,(£), ® est à valeurs dans R, 
puisqu’alors : 


VxeE  D(x) = D(x). 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'application g', qui à toute forme sesquilinéaire 
hermitienne @ sur E associe l'application D : x (x, x) de E dans R, est une 
application R-linéaire injective de 7,,(E) dans R£. Son image est un sous-espace de 
R£, noté 2’ (E), dont les éléments sont appelés formes quadratiques hermitiennes sur 
E; 2'(E) est isomorphe à ,,(E); l'image réciproque par q' d’une forme 
quadratique hermitienne ® est donnée par l’une quelconque des identités de 
polarisation (4), (5) ou (6), et appelée forme polaire de ®. 
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Vérificationlaissée au lecteur, qui utilisera les identités (1) à (6). 


On retiendra que 2’{E) est un R-espace vectoriel, et non un C-espace vectoriel. 


L'isomorphisme de #,,(E) sur 2'(E) permet de considérer que toute notion 
attachée à une forme sesquilinéaire hermitienne est également attachée à une forme 
quadratique hermitienne (et réciproquement). 


REMARQUES. — a) Le lecteur notera que la situation est ici légèrement différente de celle des 
formes quadratiques. L'application @ -—® est injective, sans que l’on suppose @ hermitienne; et ® 
n'est quadratique hermitienne que si et seulement si & est hermitienne. 


b) Pour toute we #3,(E), p est hermitienne si et seulement si : 
VxeE p{x, x)Ee R 


(vérification immédiate en utilisant (1} et (6)}. 


3.3. CLASSIFICATION DES FORMES HERMITIENNES 


3.3.1. Position du problème 


1° Formes quadratiquement isomorphes. — Soient E et F deux C-espaces 
vectoriels. 


ProPosiTIONT. — Soit u e (E, F). Pour toute ÿ € ,,(F) (resp. # e 7'(F)], 
l'application : 


Vxu: EC  (xy) + Viu(x) u(y) 
[resp Wou: ER x — W{u(x)] 


appartient à #,,(E) [resp. 2'(E)]. 
L'application 4 + ÿ x u (resp. Ÿ + W ou] est R-linéaire. 
En dimensions finies, pour toutes bases e et f de Eet F. 
© = Mat (y; f, A = Mat(y xu;e) M = Mat(u;e, f) 
sont liées par : Q = M*O M. 
DÉFINITION. — On dit que pe #,,(E) et Ve ,,(F) [resp. D e 2'(E) et 


Ye 2'(F)] sont quadratiquement isomorphes si, et seulement s’il existe un 
isomorphisme u de E sur F tel que @6 = 4 x u [resp. D = Y o u]. 


Les propositions IL III du 1.2.1, 1° s'étendent sans difficulté. 
2° La proposition du 1.2.1, 2° s'étend elle aussi, ce qui permet de poser : 


DériniTion. — Classer les formes sesquilinéaires hermitiennes [resp. les 
formes quadratiques hermitiennes] sur un C-espace vectoriel donné, de dimension 
finie, c’est déterminer les classes d'équivalence pour l’isomorphisme quadratique. 
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3.3.2. Classification 


Les résultats de l'étude de la classification des formes quadratiques sur les R-espaces vectoriels 
s'étendent sans difficulté aux formes hermitiennes. 


1° Bases orthogonales. — THÉORÈME. — Soient E un C-espace vectoriel de 
dimension finie n > 0, @ une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, de forme 
quadratique hermitienne associée D, et r le rang commun à æ et à ®. Alors : 


i) Il existe des bases o-orthogonales de E. Chacune d'elles comprend 
exactement ñn — r vecteurs isotropes; ceux-ci constituent une base du noyau de œ. 


; 

ïi) ® admet des décompositions de la forme : ® = Ÿ Ale*[?, où les À, sont 

i=l 

des réels non nuls, et où (e*, .. ., e*) est une famille libre de formes linéaires sur E. 
Dans toute décomposition de ce type : 5 = r. 

ii) Il existe un naturel m, 0 < m < r, et une base ç-orthogonale # de E, dite 
base réduite, tels que : 

m a 
D= Lt - ZX El, 
i=m+l 


i=1 
ou Mat (6;e)= diag(1,, — 1 0). 


rm 


En reprenant, pour une forme quadratique hermitienne, les notations et les 
raisonnements du 1.2.4, 2°, on constate que le procédé d'orthogonalisation de 
Schmidt permet de construire effectivement des bases orthogonales, et même des 
bases orthonormales dans le cas d'une forme définie positive (ef, 2°). 


2° Formes hermitiennes positives, définies positives. — Soient E un C-espace 
vectoriel et ® une forme quadratique hermitienne sur E, de forme polaire p. On 
rappelle que ® prend ses valeurs dans R. 


DÉFINITION. — On dit que les formes ® et p sont positives, si, et seulement si : 
VxeE (x) > 0, et qu'elles sont définies positives si et seulement si : 


vx e E\{0} D(x}) > 0. 


On dit qu’elles sont négatives (resp. définies négatives) si et seulement si — ® 
et — « sont positives (resp. définies positives). 


e Pour tout (x, y)e E?, on pose o(x, y} = pe, avec (p, 0) ER, x R(t}si 


bien que (y, x} = pe- *, et on associe à (x, y) l'application T,, ,, de R dans R : 
Lio ®(x + ke y) = A20(y) + 2kp + D(x). 
En raisonnant comme au 1.2.3, 1°, on obtient ainsi : 
PROPOSITION I. — Si D n’a pas d’autre vecteur isotrope que 0, alors elle est 


définie positive ou définie négative. 


(1) Si p(x, y) = 0, on adopte p = 0 et 8 arbitraire. 
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ProposiTion II. — Si ® est positive, alors pour tout (x, y) € E? on a : 
lptx, M? < dG).b(») (Cauchy-Schwarz) @ 


avec égalité si x et y sont colinéaires, et seulement dans ce cas lorsque ® est définie 
positive. 


On établit ensuite : 
PropPosiTiOn IIL — Si ® est positive, alors pour tout (x, y) € E? on a: 


Dx + y) < D) + 20) (2) 


avec égalité si : 
O = 0) vAxeR, x = ay) G) 


et seulement dans ce cas lorsque la forme ® est définie positive. 
Pour établir (2} on utilise : 


Déx + y) = P(x) + 2p cos 8 + D(y). 


On constate ensuite que (p cos 8 = ,/®D(x)D(y)) équivaut à : 
(@® = 1) À (p = /BG)D(y) 
età : ((@(x, Y ER.) À (x et y colinéaires)). 


CoOROLLAIRE I. — Si ® est positive, x -—./®D(x)} est une semi-norme sur E; si 
® est définie positive, c’est une norme. 


PROPOSITION IV. — Si D est positive, il y a identité entre son noyau et son cône 
isotrope. 


CoROLLAIRE IL. — Une forme quadratique positive est définie positive si, et 
seulement si elle est non dégénérée. 


3° Signature. — La définition de la signature, le théorème d'inertie de 
Sylvester et ses conséquences (1.2.3, 2°) s'étendent à une forme hermitienne. 


4 Classification. — THÉORÈME. — Deux formes quadratiques hermitiennes 
sur des C-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles sont quadratiquement 
isomorphes si, et seulement si les espaces ont même dimension et les formes même 
signature. 


3.4. GROUPE UNITAIRE 


3.4.1. Adjoint d’un endomorphisme; 
endomorphisme hermitien 


Dans tout le paragraphe, nous considérons un couple (E, æ}, où E est un 
C-espace vectoriel et w une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, non 
dégénérée; la forme quadratique hermitienne associée à @ est notée ®. 
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Nous allons voir qu'à quelques détails près, le couple (E, @) possède toutes 
les propriétés d’un C-espace quadratique (cf. 1.3). 


1° Adjonction. — Ici encore nous posons : 
DÉFINITION. — Soit u € S(E). S'il existe v € P(E) vérifiant : 


VONEE? Ex), ») = ex v() 

on dit que v est un adjoint de w. 

L'étude de l’adjonction (propositions I à IV du 1.3.2, 1°) s'applique 
intégralement, à cela près que, dans la proposition HI, on a ici (ou}* = œu* et : 

L'ensemble des endomorphismes de E ayant un adjoint est une sous-algèbre de 
(E). L'application involutive 4 + u* de cet ensemble sur lui-même est un semi- 
isomorphisme. 

2° Endomorphismes hermitiens. — Nous posons ici : 


DÉFINITION. — Un endomorphisme # de E est dit hermitien (resp. antihermi- 
tien) si et seulement s’il admet un adjoint #* tel que #* = u [resp. u* = — u]. 


En d’autres termes, u e (E) est hermitien si, et seulement si : 


VO yEE?  p(u(x) ») = ox. (y) (o) 
ou encore si, et seulement si la forme sesquilinéaire (x, y) @{u(x), y) est 
hermitienne, ce qui, d’après la remarque b} du 3.2.4 s'écrit : 
VxeE œtu(x}, x) e R. ©) 
e Compte tenu de la différence de vocabulaire (« auto-adjoint » se disant ici 
« hermitien », au lieu de « symétrique ») l'étude du 1.3.2, 2° et 3° s'applique sous 
les réserves suivantes : 
— De (œu)* = au* on déduit que: ue.#(E) est antihermitien si et 
seulement si iu est hermitien; la proposition II du 1.3.2, 2° est remplacée par : 
L'ensemble des endomorphismes hermitiens et celui des endomorphismes 
antihermitiens de E sont des sous-espaces supplémentaires du R-espace vectoriel 


des endomorphismes de E ayant un adjoint; l'application u# +—iu est un 
isomorphisme du premier sur le second; on les note H,(E) et iH,(E). 


— Pour tout ue Z(E) ayant un adjoint, l'unique écriture 


u=s+is, avec (s, s'} e (H,(E)° 
1 : 
est : u = > lu + ut) + (u* — in) 


3° En dimension finie tout u e (E) a encore un adjoint, mais les résultats 
du 1.3.3° doivent être modifiés de la façon suivante : 

— Dans u* = d,! ou od,, l'application 4, est semi-linéaire; 

— On traduit matriciellement v = u* par M' = Q7!M*OQ, ici : 


detu* = det u. 
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S’il existe une base orthonormale e de E, alors : 


Mat (u*,e) = [Mat (u; e)]j*. 


H,(E) & iH,(E) est le R-espace vectoriel des endomorphismes de E. 
H,{E) est isomorphe à #,,(E), et donc de dimension n?. 


4° Projecteurs orthogonaux; symétries orthogonales. — L'étude du 1.3.3 
s'étend. 


3.4.2. Le groupe unitaire 


On considère encore un couple (E, æ), où E est un C-espace vectoriel et @ 
une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, non dégénérée: la forme quadratique 
hermitienne associée à est notée ®. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour tout automorphisme # de E, les trois 
assertions suivantes sont équivalentes : 

ÿ VO pDeE? Eu) u(y) = px y}; 

ü) VxeE Du(x)} = D(x); 

ïi) « admet u! pour adjoint. 

Tout # € GL(E) qui vérifie ces assertions est dit automorphisme unitaire de 
(E, @). 


Au vocabulaire près («unitaire » remplaçant « orthogonal ») l'étude du 
1.3.4. s'étend sans difficulté. En particulier : 


— L'ensemble des automorphismes unitaires de (E, w} est un sous-groupe de 
GL(E); on l'appelle groupe unitaire de (E, +); on le note U(E, w}. 


2° Cas de dimE = n,n > 0. — La proposition I du 1.3.4, 2° devient : 

Tout automorphisme unitaire de (E, ), (dim E = nr > 0), a un déterminant 
de module 1. Les automorphismes unitaires de déterminant 1 constituent un sous- 
groupe distingué de U(E, w), qui est appelé groupe spécial unitaire de (E, @) et noté 
U*(E, @) 


En effet ici : det u* = det w et (det u}(det u*) = det Id, = 1. 


e Représentation matricielle. — Avec les notations habituelles : 


Q = Mat(v;e) et M = Mat(u;,e) 
on dispose : 
— Si la base e est quelconque, de l’équivalence des assertions : 


 ueU(E ii) M*OM = Q. 
— Si la base e est orthonormale, de l'équivalence des assertions : 


j) ueU(E,œ) ü}) M*M=I,; iii) u(e) est une base o-orthonormale. 
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3.4.3. Matrices unitaires 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour toute C-matrice carrée M les trois 
assertions suivantes sont équivalentes : 
MM*=I1:  M*M=1, 
M est inversible et M! = M*. 


Toute C-matrice qui vérifie ces assertions est dite matrice unitaire. 


REMARQUES. — a) Les C-matrices unités sont unitaires. 
b) ME A {n) est unitaire si, et seulement si M* est unitaire. 


c) Une C-matrice carrée à éléments réels est unitaire si, et seulement si, 
considérée comme R-matrice, elle est orthogonale. 


2° Interprétation. — Dans C" rapporté à sa base canonique #, nous 
disposons de la forme sesquilinéaire hermitienne canonique 4, telle que 
Mat (ÿ; €) = 1,; est non dégénérée; u € Z(C") est un automorphisme unitaire si 
et seulement si Mat (u; &} est une matrice unitaire. 


PROPOSITION IL. — L'ensemble des C-matrices unitaires d'ordre n est un sous- 
groupe de GL.(n), isomorphe à U(C”, \}, qui est appelé groupe unitaire de degrén 
et noté U(n). 


PROPOSITION II. — Toute matrice unitaire a un déterminant de module 1. Les 
matrices unitaires de déterminant 1 constituent un sous-groupe distingué de U(n), 
isomorphe à U * (C”, W), qui est appelé groupe spécial unitaire de degré n et noté 
U* (n}. 

PROPOSITION III. — Une C-matrice carrés d'ordre n, M = [u;,], est unitaire 
si, et seulement si la famille de ses vecteurs-colonnes (resp. vecteurs-lignes) est 
Y-orthonormale, ce qui s'écrit : 


v(, k) e N? 


[resp. V(i, De N21 


3° Matrices de passage unitaires, — Si (E,œ) possède des bases - 
orthonormales on a : 


Soit e une base orthonormale de £. Une base e’ de E est orthonormale si, et 
seulement si la matrice de passage de e à e’ est unitaire. 


EXERCICES 


Les exercices relatifs aux chapitres 3 et 4 ont été rassemblés à la fin du chapitre 4. 


4 
ESPACES HERMITIENS 


4.1. ESPACES PRÉHILBERTIENS COMPLEXES 
4.1.1. Notion d'espace préhilbertien complexe 


DÉFINITION. — On appelle espace préhilbertien complexe tout couple (E, o), 
où E est un C-espace vectoriel et @ une forme sesquilinéaire sur E, hermitienne, 
positive et non dégénérée (ie. définie positive (!)}, qui est dite produit scalaire 
hermitien. 


EXEMPLES. — Reprenons les exemples du 3.2.3, 1° : 
a) La forme sesquilinéaire canonique sur Ci) est un produit scalaire hermitien. 


b) Selon que E est le C-espace vectoriel des applications continues, ou celui des applications 
intégrables de Ca, b] (u < b) dans €, l'application : 


h 
ExXE—C  (fg) [Te 


est un produit sculaire hermitien, où seulement une forme sesquilinéaire hermitienne, positive mais 
dégénérée (cf. IV.3.5.5). 


Au vocabulaire près, la plupart des propriétés des espaces préhilbertiens 
réels s'étendent aux espaces préhilbertiens complexes. 

— C’est le cas pour la proposition du 2.1.7, 1°; 

— C’est le cas pour les notations et les propriétés du 2.1.7, 2°: on dispose en 
particulier de la norme hermitienne{|.|| :x + /{x]| x) et de la notion d'espace de 
Hilbert complexe; il y a cependant exception pour la réciproque du théorème de 
Pythagore. 

Ici :[x, + xl? = {xl + |Ix,Il? entraîne Æe(x; | x) = 0, mais pas néces- 
sairement (x, | x) = 0. 

— La proposition du 2.1./, 3° doit être modifiée en ce sens qu'ici : si un 
automorphisme unitaire admet une valeur propre, celle-ci a pour module !. 


4.1.2. Distance d’un vecteur à un sous-espace 
dans un espace préhilbertien complexe 


Au vocabulaire près, l'étude du 2.1.2 s'étend intégralement. 


€) Dans le cas où la forme @ est positive, mais non définie on parle d’espace préhilbertien 
complexe non séparé. 
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4.1.3. Notion d'espace hermitien 
DÉFINITION. — On appelle espace hermitien tout espace préhilbertien 
complexe de dimension finie. 


Au. vocabulaire près, la plupart des propriétés des espaces euclidiens 
(2.1.3, 2° et 3°) s'étendent aux espaces hermitiens. Cependant ici : 


— La bijection x + (.]|x) de E sur E* n’est que semi-linéaire; 
— Le produit scalaire hermitien s'exprime dans une base orthonormale e par 


et donc : 


4.2. PROBLÈMES DE RÉDUCTION 


4.2.1. Endomorphismes normaux 


Généralisons une définition rencontrée au 2.3.7 en posant : 


1° DÉFINITION. — Un endomorphisme d’un espace préhilbertien réel ou 
complexe est dit normal si, et seulement s’il admet un adjoint et commute avec cet 
adjoint. 

Nous n'étudierons ici que le cas d’un espace préhilbertien complexe, laissant 
au lecteur le soin de traduire les résultats dans le cas réel. 

CAS PARTICULIERS. — Tout endomorphisme hermitien (u* = u), tout endomor- 


phisme unitaire (u* = u°*) est un endomorphisme normal. 


2° Propriétés d'un endomorphisme normal. — E désigne un espace préhilber- 
tien complexe. 


PROPOSITION. — Soit u un endomorphisme normal de E. Alors : 
i) VxeE IeG = MC; 
ii) VA, xjeC x E HuGx) — 2x = Ilu*(x) — AxIL. 


— _i) s'obtient en constatant que, pour tout xe E : 


@OuR) = (Ge 00) = (ue 2 CI) = ÉCOLE). 
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— ii} s'obtient en appliquant i) à v=u — ÀAld, On a en effet 
o* = u* — Ald,et on vérifie aisément que v* commute avec v. 
De cette proposition, on déduit immédiatement : 


THÉORÈME I. — Soit # un endomorphisme normal de E. Alors : 

ï) Ker # = Ker u*. 

ï) Si À e C est valeur propre de u, alors À est valeur propre de u*, et tout 
vecteur propre de u associé à À est vecteur propre de u* associé à À (et 
réciproquement grâce à u** = u et À = À). 


Un vecteur propre d’un endomorphisme étant associé à une seule valeur 
propre, on déduit du théorèmel : 


CoroOLLAIRE. — Toute valeur propre d’un endomorphisme hermitien d’un 
espace préhilbertien est réelle. 


REMARQUES. — a) Le théorème I permet de retrouver que toute valeur propre d'un 
endomorphisme unitaire a pour module 1. 


b) Le spectre d’un endomorphisme hermitien ou unitaire (et a fortiori normal) peut être vide. 
Cependant en dimension finie le spectre d’un endomorphisme normal n’est jamais vide; il en est de 
même, sans considération de dimension, lorsque l’'endomorphisme possède des propriétés d'analyse 
(cf. exercice 4.27). 


THÉORÈME IT. — Soit # un endomorphisme normal d’un espace préhilbertien 
E. Les sous-espaces propres E(À) et E(u) associés à deux valeurs propres distinctes À 
et y de E sont orthogonaux. 


Pour tout {x, y}e E(à) x E(u), nous avons : 
Kb = GC») = Celé*(p). 


Mais y qui est vecteur propre de u associé à p est vecteur propre de u* associé 
à Ji, ce qui s'écrit : u*(y) = puy. Il en résulte : 


xp) = Txly), et donc (x|y) = 0 puisque L£U 


4.2.2. Diagonalisation d’un endomorphisme normal 
d’un espace hermitien 


Nous nous limitons ici au cas de la dimension finie. 


1° THÉORÈME. — Soit n un naturel non nul, Pour tout espace hermitien E de 
dimension n, et tout endomorphisme normal de E, ilexiste une base orthonormale 
de E formée de vecteurs propres de u (en d’autres termes : E est somme directe 
orthogonale des sous-espaces propres de u). 


(On dit que u est diagonalisable dans le groupe unitaire de E.) 
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La démonstration se calque sur celle du théorème du 2.2.1. La voici : 


Il s’agit de vérifier une assertion «,. Raisonnons par récurrence. 

— Il est évident que æ, est vraie. 

— $oitmeN, tel que m > 2. Nous supposons que #,,-, est vraie. Soient E 
un espace hermitien de dimension m, et u un endomorphisme normal de E. Le 
corps de base étant €, # admet au moins une valeur propre À. Soit e, un vecteur 
propre unitaire associé à À; il est aussi associé à la valeur propre À de u* (cf. 4.2.7, 
2°). Ce, est stable par u et par u*; (Ce,}* est donc stable par u* et par u** = u 
(1.3.2, 1°). On vérifie que l’endomorphisme w’ de (Ce,)! induit par u est normal 
et on termine comme au 2.2.1. 


2° Interprétation matricielle. — DÉFINITION. — Une C-matrice carrée est 
dite normale si et seulement si elle commute avec sa matrice adjointe. 


PROPOSITION. — Soient E un espace hermitien et e une base orthonormale de 
E. Alors u € (E) est normal si et seulement si Mat (4; e) est normale. 
Résulte de ce qu’alors : Mat (u* : e) = (Mat (u; e))*. O 


En remarquant que toute C-matrice diagonale est normale, on obtient : 


CoroOLLAIREI. — Tout endomorphisme d'un espace hermitien diagonalisable 
dans le groupe unitaire est normal. 


CoRoOLLAIREIL. — À toute matrice normale M, on peut associer une matrice 
unitaire S et une matrice diagonale D telles que M = S DS”! 


La démonstration se calque sur celle du corollaire du 2.2.1. 

Notons que M = S D S7! équivaut à M* = (S7!)*D*S* = S D S°1. 

— M = M* s'écrit donc D = D ou « D est à éléments réels ». 

— MM* = 1, s'écrit SDDS”! = 1,, ou DD = 1,, ou « D est à éléments 
diagonaux de module 1 ». 

Il en résulte : 


PROPOSITION II. — Un endomorphisme normal d’un espace hermitien est 
hermitien (resp. unitaire) si, et seulement si ses valeurs propres sont réelles (resp. de 
module 1). 


4.2.3. Orthogonalisation d'une forme quadratique hermitienne 
dans un espace hermitien 


Soit (E,) un espace hermitien de dimension n > 0, et Y une forme 
quadratique hermitienne sur E, de forme polaire ÿ; d, et d, sont les applications 
semi-linéaires respectivement associées à @ et 4. 

On constate que u = d, " <d,,est un endomorphisme de E, et que (cf. 2.2.2) 


vRyeE Véx y = of, Ky). 
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w 


Il en résulte que, pour toute base p-orthonormale e de E : 


Mat(ÿ;e) = Mat (u;e). 


L’endomorphisme u est représenté par une matrice hermitienne dans toute 
base p-orthogonale de E, et donc u est un endomorphisme hermitien. Il existe 
une base @-orthogonale dans laquelle u est représenté par une matrice diagonale 
à éléments réels: ÿ est représentée dans cette base par la même matrice diagonale. 
Nous avons : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (E, ç) un espace hermitien, et une forme 
hermitienne sur E, de forme polaire \Ÿ. Il existe une base de E à la fois œ- 
orthonormale et 1r-orthogonale. La matrice qui représente \; et Ÿ dans une telle 
base s'écrit À = diag (À, ...,2,) où (21, ..., À,) est un système de racines du 
polynôme caractéristique (scindé sur R) de l’endomorphisme u = d, ! °d,:ondit 
que ces valeurs propres À, ..., À, de u sont les invariants de \j par rapport à +. 

La signature de Ÿ est (p, 4), où p (resp. q4) est le nombre des invariants 
strictement positifs (resp. strictement négatifs). 


(On dit que Ÿ est réductible dans le groupe unitaire de (E, œ}. 


ExemPLe. — Réduire dans le groupe unitaire la forme quadratique hermitienne Y déterminée 
dans C* hermitien rapporté à e = (61, e3, e:) orthonormale par : 


3 £, 2 : . 
v(£ &) Æ ik +6 + bib —ibé. 


=1 


Loi : 


Î 


0 
Mat(u;e) = Mat(ÿie) = L: O À xx) = XX — 2). 
0 


On constate tout d'abord que la signature de est {1, 0}. 

Le sous-espace propre associé à la valeur propre À; — OestleplanE, + ié, = 0:lcsous-cspace 
propre associé à la valeur propre À; = 2est la droite Clie, + e,) Le lecteur vériñera qu'il obtient une 
base @-orthonormale e = (e', e, e,) de E dans laquelle W est représentée par À = diag (0, 0, 2jen 
adoptant : 


Ainsi : 


2° Orthogonalisation simultanée de deux formes quadratiques hermitiennes. 
— L'étude du 2.2.2, 3° s'étend sans difficulté. 
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4,3. EXTENSION COMPLEXE D'UN ESPACE EUCLIDIEN 


Le but de ce sous-chapitre — qui pourra être réservé pour une seconde 
lecture — est de monirer comment les propriétés essentielles des espaces 
euclidiens (que nous avons trouvées directement) auraient pu se déduire 
des propriétés des espaces hermitiens. 


43.1. Complexification d’un R-espace vectoriel 


Dans tout le paragraphe, E désigne un R-espace vectoriel. 
1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Le triplet Ê = (E2, +, +}, avec : 


CHI: EX EE? (xp) (y) + x + x, + y) 
Q@j: CxE?E? (a+ if) (x y} + (ax — By, Bx + ay) 


est un C-espace vectoriel qui est appelé complexifié du R-espace vectoriel E. 


Vérification aisée, laissée au lecteur, qui constatera, à titre d'exemple, que le complexifié de R 
est C. D 


L'injection canonique. — Comme tout C-espace vectoriel, Ë admet un R-espace sous-jacent, 
Er obtenu en remplaçant dans la définition précédente la loi externe par sa restriction à R x E?. 

On constate aisément quej : x ++ (x, Ü)est une injection R-inéaire de E dans Êp: on dit qu'il 
s'agit de l'injection canonique. 

Pour tout (x, y)e Éona: 


Gp} = (x, 0) + (0, y} = (x 0) + iCy, 0} = x) + Cp). 
Le lecteur en déduira aisément : 
ÊR = KE) ® ÿ(E). ) 


La conjugaison. — L'application & : (x, y) + (x, — y) de Ê dans Ê est involutive et semi- 
linéaire ; on l'appelle conjugaison ; on note z pour o(z). Les éléments de j(E) [resp. ÿ{E)] sont dits 
vecteurs réels [resp. imaginaires purs] de Ê. 

On constate quesi H est un C-sous-espace de É,alors H = o{H)est aussi un C-sous-espace de Ê, 
et que si H admet une base z = (2), alors la famille z = (z,),, est une base de H (dite conjuguée 
de z). 


Complexification d'un sous-espace. — Le lecteur vériñiera que : 
a) Le complexifé À d'un R-sous-espace F de E est le C-sous-espace de É engendré par j(F). 


b) Pour qu'un C-sous-espace H de Ë soit le complexifié d'un R-sous-espace de E, il faut et il suffir 
que o{H) = H. On a alors H = F, avec F = j"'(H n j(E}. 


2° Comparai-on des bases de E et de Ë. — Soit e =(e)., une famille de vecteurs de E;on 
dispose de la famille je) = (j{e,)}., de vecteurs réels de Ë. Nous laissons au lecteur le soin de montrer 
que : 

— Sieest R-génératrice [resp. R-fibre], alors j(e) est C-génératrice (resp. C-libre), et d'en déduire 
que si e est une R-base de E, alors j{e) est une C-base de É (dite base réelle de Ë). 

Dans ce dernier cas, les familles j(e) et ij(e) sont (parisomorphisme) bases des R-espaces vectoriels 
{E) et ij(E); leur réunion est R-base de ÊR. 


Cas dedim, E = nn > 0. — Si(e,, ....e,)est une R-base de E. alors(j(e;), .... j(e,)}estune C- 
éelle de £, ; AS ï 
DRE Gen), …He) ie) 5e.) 
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est une R-base de Êpe On a donc : 
dime Ê = dimp£; dimp Êp — 2 dimp E. 


4 Notation définitive. — Nous autorisant de ce que ; induit un R-isomorphisme de E sur j(E), 
nous identifierons ces deux ensembles, comme nous l'avons d'ailleurs déjà fait au LS dans le cas 
particulier : E = IR, Ê = €. Ainsi : 

— Nous pouvons écrire : Êp = E @iE: 

— Tout (x, y}e É s'écrit de manière unique x + iysona:x+iy = x — jy; 

— SidimE = n, la même notation désigne une R-base de E et une C-base réelle de Ê (qui 
possède, naturellement, des bases non réelles). 


4.3.2. Complexification d’un endomorphisme 

1° Complexification d'une application linéaire, — Soient E et F deux R-espaces vectoriels, Ê et À 
leurs complexifiés : 

THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour toute application R-linéaire v € Z(E, F), il existe une et une 
seule application C-inéaire à e S(É, À) Cresp. semi-linéaire à € SnlË, )] prolongeant u, en ce sens 
que (‘): 

VxeE  üx)=ux) (resp. (x) = wx)] @) 

Elle est dite application linéaire [resp. semi-linéaire] complexifiée de u. 

On constate d’abord qu'une solution éventuelle ne peut être que l'unique application de É dans 
À qui à x + iy associe : 

u(x) + iu(y)  [resp. u(x) — iu(r)]. 

On constate aisément que cette application est C-linéaire (resp. semi-linéaire] et qu'elle 

vérifie (1). O 


Notons que, pour tout ze Ê 


G) = dc); da) = à@). (2 
Propriétés. — Le lecteur vérifiera que : 
a) (dn = Id. E) 


b) Ker à et Im & sont les complexifiés de Ker u et Imu; u et à sont simultanément injectifs, 
surjectifs, bijectifs. 
ec) Si u'e P(E, F) et (a, x) € R?: 


Set te L : 
Qu + ou = où + w'ù. (4) 
d) Sive #(F,E): 
= 4 
FE uzi à 65) 


En particulier, pour tout u € GL{E), on a : 
GeGLUË) et (= fu) 
e) Étant donnée fe S{Ë, Ê), pour qu'il existe ue Ÿ{E, F)tel que f = ü, il faut et il suffit que : 
JE)CF. 


f) u et à sont sait de rang infini, soit de rang fini commun. 


(1) Si l'on désigne par j et k les injections canoniques associées à E et F, (1) se lit : 


VxeE  üGtx) = Aux) Lresp. afitx) = KI. 
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Cas de dimension finies. — Soient e et f des bases de E et F, et M = Mat (ue, f). En utilisant 
äle,) = ute;} nous constatons qu'à condition de la considérer comme une €-matrice, M représente u 
dans les bases e et f de É. 


REMARQUE. — Les éléments de la base de É* duale de la base réelle e de Ê ne sont autres que les 
applications linéaires de É dans € complexifiées des applications linéaires de E dans R qui constituent 
la base de E* duale de e. 


2° Spectre du complexifié d'un endomorphisme. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension 
finie n > 0, u un endomorphisme de E, à l'endomorphisme de Ê complexifié de u. 


PROPOSITION 1. — À condition de le considérer comme élément de C[X], le polynôme 
caractéristique de 1 est aussi polynôme caractéristique de é. 


Résulte de la possibilité de représenter u et à par la même matrice réelle. (el 


PROPOSITION II. — Si à € CAR est valeur propre de &, alors À est également valeur propre de à, et 
tes sous-espaces propres (resp. caractéristiques) de associés à À et à À sont conjugués. 


Un raisonnement par récurrence sur r, qui utilise l'égalité (2), montre que : 
VreN  WMAzieC x Ê (à — X Idÿ(z) = (à — À Idg}{(2). On 
PROPOSITION [IL — Les valeurs propres réelles de à sont les valeurs propres de u. Soit À l’une 
d'elles : le sous-espace propre (resp. caractéristique) de à associé à À est le complexifié du sous-espace 


propre (resp. caractéristique) de u associé à À. 


Un raisonnement par récurrence sur r, qui utilise (3), (4) et (5), permet de montrer : 


RE à 
VreN VieR (u = XIdgf = (à — À Idyy. D 


PROPOSITION IV. — Une condition nécessaire et suffisante pour que s soit diagonalisable est que à 
soit diagonalisable et n’admette que des valeurs propres réelles. 


La condition est nécessaire. — S'il existe une base e de E telle que M = Mat (4e) soit une 
matrice diagonale (naturellement réelle), alors à est représenté par M dans e considérée comme base 
(réelle) de É. | 


La condition est suffisante, — Supposons la condition remplie. É est la somme directe des sous- 
espaces propres F; associés aux valeurs propres x, | € L. D'après la proposition III chaque F, est le 
complexifié d'un sous-espace de E; il admet donc une base réelle e Soit e une base (réelle) de Ê 
obtenue par réunion des e,; M = Mat (4; e)est une matrice diagonale réelle, et west représenté par M 
dans e considéré comme base de E. 


4.3.3. Extension complexe d’un espace euclidien 
1° Complexification d'une forme bilinéaire. — Soient E un R-espace vectoriel et Ë son 
complexifié. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour toute forme bifinéaire @ € ,(E), il existe une, et une seule 
forme bilinéaire $ € #,(É) (resp. une et une seule forme sesquilinéaire @ € Z ,,,(E)] prolongeant ç en 
ce sens que : 


VOOHDEE?  O{x y) = px y) Lresp. (x, y) = px, pi]. 


Elle est dite forme bilinéaire [resp. sesquilinéaire] complexifiée de +. 
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On constate qu’une solution éventuelle ne peut être que l'application de Ê x ÊË dans © définie 
par : 


Dee + ip, x + ip) = EUR x} + ip, y} + pp, x) — (y y} 
Cresp. px + iy,x' + ip) = qix, x) + ip(x, } — il, x) + OS 


et que cette application répond à la question. O 


Notons que pour tout {z,z')e Ê x Ê 


PEz)-@urx  Er)- ur pr) + 66,7) 
PROPOSITION IL. — Avec les notations du théorème précédent : 
i)  Cresp. ] est non dégénérée si, et seulement si @ est non dégénérée, 
ii) @ est symétrique [resp. @ est hermitienne] si, et seulement @ est symétrique. 
ii) est une conséquence immédiate des expressions de ® et @. Vérifions i) : 


— Six + iy appartient à Ker @ Fresp. Ker pl ilest &-orthogonal [resp. @-orthogonal] à tout 
vecteur réel de É, et : 

VX'eE (x, x) = p{y, x) = 0: 
x et y appartiennent ainsi à Ker @. 

— Inversement, si x et y appartiennent à Ker @.alors x + iy appartient visiblement à la fois à 
Ker ® et à Ker +. Ü 

e Propriétés de la forme complexifiée. — Nous reprenons les notations du théorème. 

a) Toute famille g-orthogonale (resp. g-orthonormalc) d'éléments de E est &-orthogonale (resp. 
$-orthonormale) — et encore g-orthogonale (resp. @-orthonormale) — quand on la considère 
comme une famille d'éléments de É. 

b) Onsuppose que west symétrique. Soient ® et À les formes quudratiques associées à @ et &. d lu 
forme quadratique hermitienne associée à %. Les formes ® et ® sont données par : 

Dix + iy) = D(x) + 2iptx, ») — D): P(x + ir) = dx) + (y). 

Elles prolongent ®, en ce sens que : 

VxeE (x) = dix) = D(x). 

c) Ÿ est positive (resp. définie positive) si, et seulement si ® est positive (resp. définie positive). 

Conséquence immédiate de l'expression de Ÿ. (en) 

Le problème de la positivité ne se pose pas pour ®, qui prend des valeurs dans C\R (sauf dans le 
cas trivial d'une forme @ nulle}. Il en résulte que l'introduction de & ne présente aucun intérêt 


pratique. 
Retenons qu'avec les notations que nous venons d'introduire nous avons : 


PROPOSITION IL. — Si{E, @) est un espace préhitbertien réel (resp. un espace euclidien), alors (Ë, 6) 
est un espace préhitbertien complexe (resp. espace hermitien) ; on dit que {Ë. @) est l'extension complexe 
de (E, œ). 


Propriétés de l'extension complexe (Ë, @) d'un espace euclidien (E, @) — 
a) Sie est une base de E, et donc une base réelle de Ë, alors : 


Mat (y; e) = Mat (9; €). 


b) Toute base orthonormale de E est une hase orthonormale réelle de Ë. 
c) Pour tout endomorphisme u € S(E), le complexifié de l'adjoint de u est aussi l'adjoint du 
complexifié de u. 


d) Pour qu'un endomorphisme de E soit normal (resp. symétrique : resp. orthogonal) il faut er il suffire 
que son complexifié soit normal (resp. hermitien: resp. unitaire). 
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Les vérifications de a) et b) sont immédiates. En ce qui concerne c), on introduit une base 
orthonormale e de E et on pose Mat (u: e) = M, ce qui entraîne : 
Mat {u*,e) = ‘M et Mat (à, e) = M. 
On a donc : Mat ({u*}: e) = ‘M; Mat (@*:e) = M*, or'M = MY, puisque M est réelle. Enfin d) est 


une simple conséquence de c). O 


2° Réduction d'un endomorphisme normal d'un espace euclidien. — Soit u un endomorphisme 
normal d'un espace euclidien {E, @), de dimension #n > 0:le complexifié à est un endomorphisme 
normal de l'extension complexe (Ë, @). On sait que à est diagonalisable dans le groupe unitaire, ce qui 
signifie que Ë est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres F, associés aux valeurs 
propres distinctes À({ e L). Le polynôme caractéristique commun à et à { appartenant à R[X], les, 
sont des réels et des éléments deux à deux conjugués de C\R. 

— Pour À,eR, nous savons que F, est le complexifié du sous-espace propre E, associé à la 
valeur propre À, de u: nous pouvons choisir une base orthonormale b, de E,, et l'adopter pour base 
orthonormale (réelle) de F, Pour À, et À; éléments conjugués de C\R, nous savons que Fet F, sont 
des sous-espaces conjugués de Ë: nous pouvons choisir une base orthonormale b, de F, et adopter la 
« base conjuguée » de F} qui est également orthonormale, pour base b,. 


— En ordonnant convenablement la réunion des bases ainsi obtenues, nous disposons d'une 
base orthonormale de la forme : 


b=te, eff... f, D (m+2r=n) 
telle que, pour je N,, e; est un vecteur unitaire réel de É vérifiant : 
le) = u(e) = ae; avec a;eR: 
Pour ke N,, f, et f, sont des vecteurs unitaires orthogonaux et conjugués vérifiant : 
40) = Bh. ËG) = Bh. 
— On peut, enfin, déduire de b une base orthonormale réelle de É : 
Er. em Ji Gi 9 


en remplaçant, pour tout k e N,. le couple (f,. 7j par la base orthonormale réelle {g,. g:) du plan 
Vect((f. f)) définie par : 


1 l Æ 
me = +R 
2i 2 
En écrivant que les deux membres de l'égalité : 
Bai + ig) = pa lcos 8, + i sin B,}(gi + gi) 
ont même partie réelle et même partie imaginaire pure, il vient : 


a) = pallcos 6)g, + (sin @j)gi) : 
ag) = p— (sin 6,)g, + (cos B,)gi). 


— Nous avons finalement obtenu la base orthonormale réelle e de E, ainsi que la matrice 
M = Mat (â:e). En remarquant que e est une base orthonormale de E et que M = Mat (u;e)nous 
retrouvons le résultat obtenu en 2.3.7, 2°. 


THÉORÈME. — Pour tout endomorphisme normal 4 d’un espace euclidien E, il existe une base 
orthonormale e de E telle que : 


Mat (u:e) = diag (a, ..., 0, P1Sg,, -... P,S@) 


où les «; sont des réels, les p, des réels strictement positifs, et les SQ des éléments de O *{2) distincts de ?, 
et de — J;. 


CAS PARTICULIERS. — Voir 2.3.7, in fine. 


RAMIS. — Math. Spéc. 2. Algèbre 5 
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EXERCICES 


4.1. — Soient E un espace préhilbertien complexe et u une application involutive de E 
dans E telle que : 


VO neE?  (u(x}u(y) = O1» 
Vérifier : 
V»)eE?  (u(x)y) = (Gy}x) 


En déduire que u est semi-linéaire. 


*4.2. — Soit {? l’ensemble des suites complexes x : n +x,,(n > 1), telles que la 


série Ÿ Ix,[? converge. A tout (x, y)e 2? x l? on associe : 


“71 


+x 


&in = ZE y, 


msi 


a) Justifier cette écriture et montrer que ({?,{ | })} est un espace préhilbertien 
complexe. 


b) Montrer qu’en posant {x} = &, où E, = x,/n, on détermine un endomorphisme 
hermitien de E. S'agit-il d'un automorphisme ? 


c} Montrer qu'en posant v(x) =n, où n, = Get n, = x,_-, pour n >2, on 
détermine un endomorphisme de E qui conserve la norme. S'agit-il d’un automorphisme 
unitaire ?, 


43. — Soit Ae.#.{p) une matrice unitaire. Justifier l’équivalence des assertions : 
nA=I 
ji) Pour tout ne N, il existe @{n) e N et B,e GL.(p) vérifiant : 
Aer) BUT AB, 
44. — Soit © une racine n-ième primitive de l’unité. Montrer que la matrice 
Lai] € #£(n), où a; désigne où /n, est unitaire. 


45. — Soient u et v deux endomorphismes d’un espace hermitien E. 


a) Montrer que les valeurs propres de u* + u (resp. &* : v} sont positives ; on désigne 
par À, (resp. p;} la plus petite, par À, (resp. nu} la plus grande. Montrer : 


VxeE  Alxl? < Ie(E & Alix? 
b} En déduire que, si p est une valeur propre de u : r, alors : 
Ait < IPF & Ab 


4.6. —.Soit E un espace hermitien et # un endomorphisme de £. Montrer qu'il existe 
une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure. 


4.7. — Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme hermitien de E dont 


toutes les valeurs propres appartiennent à [ — 1, 1]. Montrer qu’il existe un automor- 
phisme unitaire v de E tel que 2u = v + wt. 


EXERCICES 121 


En déduire que tout endomorphisme de Æ est combinaison linéaire de quatre 
automorphismes unitaires. 


48. — Soient À une matrice carrée complexe d'ordre » hermitienne, non nulle, et 
ke C\R. Montrer que B(A) = (4 + ÀI,)(4A — X,)" ! est unitaire si et seulement si À est 
imaginaire pur non nul. On suppose À imaginaire pur non nul, montrer que | n’est pas 
valeur propre de B(À). 

Réciproquement soit U une matrice unitaire dont 1 n’est pas valeur propre ; montrer 
que pour tout À imaginaire pur non nul, il existe une matrice hermitienne unique À telle 
que : 

U = (A +A,XA — M) !. 


49. — Lorsque À est successivement chacune des matrices : 


4 ii —i 1 i/2 0. 
RS -iÿ2 1  -i2};: 
f 1 4 0 i/2 1 

1 0 -3% 0 

o 1! 0 

ä O0 1 0 

0-3 O0 1 


trouver U unitaire et À diagonale telles que À = U AU. 


4.10. — Soit # le R-espace vectoriel constitué par les matrices hermitiennes 
appartenant à .#.{n). À toute M € # on associe la somme des carrés des valeurs propres 
de M. Montrer que l’on obtient ainsi une forme quadratique définie positive sur #. 


411. — a) Montrer que [a;;] —+ D lat? est une norme sur .# .(n). Cette norme 
étant notée [|.||, montrer; # 


IAB & IAÏT BI: AI = tr A*A 
Ê 
b} Montrer : IIAÏ? > Y [Al où les À, sont les valeurs propres (distinctes ou 
k=1 
confondues) de À. Que se passe-t-il lorsque À est hermitienne ? 


#4.12. — Soit À e .#ç(n),antisymétrique (resp. hermitienne}. Montrer que exp (4), 
définie au 111.3.4.2 est orthogonale (resp. que exp (id) est unitaire), 


4,13. — Soit # un endomorphisme hermitien d’un espace hermitien E. Montrer : 
VreE Va=a+ipec Aube) — x] = u(x) — ax? + B2IxIl2 
Retrouver que les valeurs propres de # sont réelles. 


*4.14. — Soit # un endomorphisme hermitien continu d’un espace préhilbertien 
(réel ou complexe) E. Montrer : 


all = 5, IuGolx)l 


[On pourra considérer (u(x + y)lx + y} — (u(x — px — pi], 
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#4,15. — Soit E l’ensemble des applications continues de [ — 7, x] dans € vérifiant : 


UC= 7) = fr) À [ro L o) 


A tout (f, g)e E? on associe (f|g) = [ flügttidt. 


a} Montrer que (E,( | )}est un espace préhilbertien compiexe. 


b} Montrer qu’à toutefe E on peut associer une unique application 7{f) € E dontla 
dérivée soit if Montrer que Test un endomorphisme hermitien de E., 


4.16. — a) Soit E un espace hermitien. Un endomorphisme hermitien h de E est dit 
positif (resp. défini positif) si, et seulement s’il vérifie les assertions suivantes dont on 
vérifiera l’équivalence : 

i) Vxe E\{0} (h(x)\x) > 0 (resp. (h{(x)Ix) > 0); 

ï) Toutes les valeurs propres de k sont positives (resp. strictement positives). 


b) Montrer que si h est un endomorphisme hermitien positif, alors : 
a) VxeE AO < O9) CRC): 
B) Il existe un unique endomorphisme hermitien positif g tel que g? = h. 


< Montrer que si h est hermitien défini positif et h, hermitien positif, alors les valeurs 
propres de h oh, sont réelles et positives. 


*d) Montrer que si he S(E) est hermitien, alors e* est hermitien défini positif. 


e} Montrer qu’à tout ue S(E) on peut associer h, et h,, hermitiens positifs, tels 
que uou* = h?etu*ou = h 


f} Soit u un automorphisme de E. Montrer qu'il existe deux endomorphismes 
hermitiens positifs u#, et u, et un automorphisme unitaire & tels que 


U = u, OÙ = vous. 


Y a-t-il unicité ? 


4.17. — Décomposition DE CARTAN. — 4) Soit À une matrice complexe inversible. 
Montrer qu’il existe un unique couple de matrices (U, H) où U est unitaire et H 
hermitienne positive (ie. à valeurs propres positives) tel que 4 = UH. 

(On remarquera que la matrice 4*A est hermitienne positive et on l’écrira sous la 
forme B?). 


b} Que se passe-t-il si 4 est réelle ? 


4.18. — Décomposirion plwasawa — a} Soit H une matrice hermitienne définie 
positive (Le. à valeurs propres strictement positives). Montrer qu'il existe une unique 
matrice triangulaire supérieure T, à éléments diagonaux positifs telle que H = T*T (on 
utilisera l'exercice 4.16). 


b) Soit À une matrice carrée complexe inversible. Montrer qu'il existe un unique 
couple (U, T) où U es’ unitaire et Ttriangulaire supérieure à éléments diagonaux positifs, 
tel que À = UT (on appliquera a) à H = A*A). 

Montrer que si À est réelle, alors U et T sont réelles. 
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4.19. — Soit À une matrice carrée complexe inversible, de vectéurs-colonnes 
cn, ..., © éléments de €" muni de sa structure hermitienne canonique. En utilisant 
l'exercice précédent, montrer : 


Idet AI < lc;ll . Ilc,ll 


avec égalité si et seulement si c,, ..., «, sont deux à deux orthogonaux. 


420. — Soit E un espace préhilbertien complexe. On suppose qu'il existe deux 
endomorphismes uet vde E, adjoints l’un de l’autre tels que v e # — w o v = 1d£. On pose 
vou—=w 

a} Montrer que E est de dimension infinie, que u est injectif, que w est hermitien, 
défini positif. 

b} On suppose le spectre de w non vide. Montrer que le spectre est N\{0}. Montrer 


que v n’est pas injectif et que, pour tout n € N\{0}, le sous-espace propre de w associé à # 
est #"-!(Ker &). 

€) On considère les applications # et v de CI X] dans C[X] qui à P associent 
respectivement X Pet P'. Déterminer v eu — 4 ° v. Trouver une structure hermitienne de 
CLX1] pour laquelle & = u*. 

d} Trouver deux endomorphismes y et v’ de C[X] tels que : 


vou —u'ov = dy 
avec y non injectif. 


421. — Soient À et B deux matrices hermitiennes d'ordre #. Montrer que les valeurs 
propres de AB — BA sont imaginaires pures. 


422. — Soient u et uv deux endomorphismes hermitiens d’un espace hermitien E. 
Prouver l’équivalence des assertions : 

il uwovest hermitien; 

ü) uev=veu; 

ii) Il existe une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres de u et de v. 


4.23. — Soient u et v deux endomorphismes normaux d’un espace hermitien E. 
Prouver l'équivalence des assertions : 


Ù uou=veu; 


ii) Il existe une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres de u et de ». 


4.24. — Soient E un espace préhilbertien complexe et # un endomorphisme de E 
admettant un adjoint u#*. Prouver l'équivalence des assertions : 


i) w est normal ; äl} V(x, je E? (u(x)lu(y)} = (u*(x), u*(y). 


4.25. — Soit u un endomorphisme d’un espace hermitien. Prouver l'équivalence des 
assertions : 


i) u est normal; ii) IPEC[X] u* = P{u) 


4.26. — Soit f un endomorphisme d’un espace hermitien E. 


a) Montrer qu'il existe un unique couple (u, v} d’endomorphismes hermitiens de E 
vérifiant : f = u + iv. 


b}) Montrer que fet f* commutent si, et seulement si u et v commutent. 
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#4.27. — Soit u un endomorphisme hermitien d’un espace hermitien E, muni de la 
norme ||x|| = /(xIx). 

On considère y, € E vérifiant [yl| = 1 et [u(yo)l = Po > 0. 

a) On définit y; par 4(ÿo) = Po}, et on pose p; = Il ya)il. 

a) Montrer p, < p;. 

B) Onsupposeici p, = p,. Montrer que pé est une valeur propre de u?, à laquelle est 
associée le vecteur propre y, et que # admet une valeur propre de valeur absolue ps. 


b} On forme ‘par récurrence la suite (p,, y,} avec : 


ep = ps Et u(yi) = Paysss 

a) Que se passe-t-il s'il existe n, € N tel que p,, = P,,41? 

B) On suppose : VneN p, < p,,.. Montrer : 

— que la suite (p,) admet une limite p > 0; 

— que les suites (y,,}et (y, .,) admettent des limites respectives y et y’ qui sont des 
vecteurs propres de u? associés à la valeur propre p?; en déduire que # admet une valeur 
propre de valeur absolue p. 

c} Généraliser au cas où # est un endomorphisme hermitien d’un espace préhilber- 
tien complexe E, tel que l’image par u de la sphère unité de E soit une partie relativement 
compacte de E., 


4.28. — Soit E l’ensemble sous-jacent à un R-espace vectoriel E. Montrer qu’une 
condition nécessaire et suffisante pour que E puisse être muni d’une structure de C-espace 
vectoriel qui prolonge celle de Eg est qu'il existe u € Z(En) tel que u? = — Idg. 


4.29. — Soient E un R-espace vectoriel et É son complexifié. 

a) Montrer que tout fe Z(Ë) s'écrit, d'une et une seule façon, f = ä + i, où & et Ô 
sont les complexifiés de deux endomorphismes u et v de E. 

b) Prouver l’équivalence des quatre assertions : 

i} f(E) est un sous-espace de É; ii) f(E} = (if) (E): ii) f(E) = f(É); 

iv) £ = l(Ker f}, où l est défini par : x +iy x. 


5 
ESPACES AFFINES 


Dans tout le chapitre, K désigne un corps commuta- 
tif. Dans les applications pratiques, on a le plus souvent 
=R. 


5.1. STRUCTURE D'ESPACE AFFINE 


5.1.1. Définitions, premières propriétés 


1° Espaces affines. — DÉFINITION I. — On appelle K-espace affine (ou 
espace affine sur K) tout triplet (&, E, +) où € est un ensemble non vide, dont les 
éléments seront appelés points, E un K-espace vectoriel, dont les éléments seront 
appelés vecteurs, + une loi de composition externe # X E — € vérifiant les 
propriétés suivantes : 

(A;) Pour tout pe 6, @,: X ++ p + x est une bijection de E sur é; 

(A:) Pour tous pe & et (x, y}e E?, (p + x) + y = p + (x + }). 


On notera que, dans (4), le signe + désigne tantôt l'addition dans E, tantôt la loi externe sur 6. 
Cet abus de notation ne présente aucun inconvénient dans la pratique. 


REMARQUE. — Ici, il est commode de faire opérer à droite la loi de composition externe. Le 
groupe additif de E étant commutatif, il reviendrait au même de la faire opérer à gauche. 


DÉFINITION IL. — Avec les notations précédentes, E est dit espace vectoriel 
associé à l’espace affine €. Si E est de dimension finie n, l’espace affine est dit de 
dimension fie n. 


Par un abus de langage désormais classique, nous parlerons souvent 
d'espace affine &, ou (6, E), au lieu de (&, E, +). 

CAS PARTICULIERS. — 4) € est un singleton si, et seulement si E est réduit à 
{0}, ainsi que cela résulte de & Æ @ et de (4,). Ici : dim E = O. 

b) Lorsque dim E = 1 (resp. dim E = 2) on parle de droite affine (resp. plan 
affine). 

e Soit (p, q)e 62. D'après (4;), il existe un unique vecteur xe E tel que 
qg = p + x. Nous pouvons donc poser : 

DÉFINITION III — On note pa ou q — p, l'unique vecteur x € E tel que 
q = p + x. On dit que deux couples (ou bipoints) (p, q)e &? et (p, ge €? sont 
équipollents, si, et seulement si : pq = pa. 
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NOTATIONS. — Pour tout point a e é ettoute partie F & E,a + F désignela 
partie {a + x|xe F} de #. Pour tout point a e & et toute partie Æ © 4,4 — a 
ee 
désigne la partie {p — alpe #} = {aplpe #} de E. 


2° Règles de calcul. — Soit (&, E, +) un espace affine ; nous désignons par 0 
le vecteur nul de E. 
= 


— + 
a) Relation de Chasles. — Poùr tout triplet { (pc gr) sé, pq + qr = pr. 
En effet, 1, par dé définition : p + pâ = a et (p A pd + + æ = r. Donc, d'après 


(A) :p + (aq + a) = = r, c qui s'écrit : na + a = . 


b} Pour tout (p, g}e &?, pa = =0 équivaut à be aq. 
— D’ après a), pour tout at p eé : pb = PP + Pb, et donc pp = = ©. 


— Si pq =0, comme pp = 0, ona:g=p+0etp=p +0, et donc 
qa=P. 


&$; = 
€} Pour tout (p, a) e &?, pq = — qp. 


—_ _ —_ 
D’après a) et b): pq + gp = pp = 0. 
d) Pour tout (p,q.x)e&? x E, l'égalité q = p + x détermine chacun des 
trois éléments en fonction des deux autres. 
On vérifie p = q + (— x). Les autres déterminations sont connues. 
e) Les opérations notées + et — obéissent aux règles usuelles de calcul, qu'il 
s'agisse des opérations sur E x E, € x Eou € x €: 
Vérifions, par exemple, pour (p, 4)e 6? et (x, y} e E? : 


Q@+y-Eb+x=g-p+(y- x). 
En effet : 


(p + +) + (pa + p — x) = Ep + x + (— 9] + (pa +») 


Es 
=p+(pg+}y=a+}y 


Le lecteur énoncera et ss d’autres formules. 


f) La relation ion d'équipollence Pa = 771 q' est une relation d'équivalence sur €?. 
Elle s'écrit aussi ip = gd. 0 appelle parallélogramme tout quadruplet (a, b, c, d) 
vérifiant ab = de et donc ad = bc. 

Vérification aisée, laissée au lecteur, qui constatera aussi que les quadruplets 


déduits d’un parallélogramme par permutation circulaire sont encore des 
parallélogrammes. 


Fi. 1. 
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REMARQUES. — a) Le lecteur est invité à vérifier que, # désignant un ensemble non vide et Eun 
K-espace vectoriel, la donnée d’une application V : &? — E vérifiant : 


jh Vpeëg gr Vip, g)est une bijection de & sur E: 
ü) V{arneet Vr) = Vip, a) + Var 
permet de doter (&, E) d’une structure d'espace affine (telle que F{p, 4) = pq). 


b) La définition d'un espace affine signifie que le groupe additif (E, +) opère fidèlement er 
transitivement sur &. En utilisant I.2,5.1, 2°, on constate que si, pour tout xeE, on désigne, part, 
l'application m + m + x de # dans lui-même, on définit ainsi un morphisme x + t, du groupe 
(E, +) dans le groupe symétrique (S(E), +). Ce morphisme est injectif, et son image, isomorphe à 
(E, +}, est appelé groupe des translations de #. Nous retrouverons ce groupe au 5.3.3, 2°. 


3° Structure canonique d'espace affine d'un espace vectoriel. — THÉORÈME I. — 


Soit E un K-espace vectoriel. Alors (Æ, E, +), où + est l’addition vectorielle, est 
un espace affine. 


E # 9; (4) et (4,) se vérifient aisément. 

Dans la suite, lorsque nous parlerons de structure affine d’un espace 
vectoriel, c’est de celle-ci qu’il s’agira. C'est ainsi que nous parlerons, sans autre 
précision, des espaces affines K”, KW et K!. 


4° Vectorialisés d'un espace affine. — DÉFINITION I. — On appelle espace 
affine pointé tout couple (6, a), où & est un espace affine et 4 un point de &, appelé 
origine. 


DérINITION IL. — Soient (#, E, +) un espace affine, et a un point de #. Par la 
bijection @, : x ++ a + x, on transporte sur & la structure d'espace vectoriel de 
E. On obtient ainsi un espace vectoriel isomorphe à E, qui est noté &, et appelé 
vectorialisé de & en 4. 


Rappelons {1.1.6.3, 3°) que les lois de structure de #, sont définies par : 
: +  — 
VE geé (9 + gap + aq) 
V(p)ek x & (a p} > p(aap) 
+ 
(la bijection réciproque de , étant en effet p > ap). 


REMARQUE. — Pour (a, a’) et (p, q) € 8? donnés nous constatons (cf figure 2) 
que si a # 4’, alors les points 


—+ — —+ —+ 
r=o(ap+ag) et  r' = çq(ap + a'q) 


sont en général distincts. C'est pour cela que nous avons évité d'introduire les 
notations p + q et &.p. 


128 ESPACES AFFINES 5.1.2 


5.1.2. Barycentres 


Dans les espaces vectoriels, un outil fondamental est 
la notion de combinaison linéaire d'une famillle de 
vecteurs. La notion de barycentre qui va être introduite ici 

$ _est destinée à jouer un rôle comparable. 


(&, E, +), ou plus brièvement #, désigne un espace affine. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient a = (à;)., une famille de points de &, 
œ = (&;).., une famille presque nulle de scalaires ; on poses = Ÿ a, Sio # O,alors 
il existe un unique point g € & tel que : Ei 


Laga, = 0 © 


iei 


On l'appelle barycentre du couple (a, a) (1). Pour tout O € 6, il vérifie : 


Og = 67! Y «Ou, @ 


«el 


Choisissons © € & quelconque (& # @). Alors, pour tout me é : 


Sama, = Yo(0a — Om) = Y a,0a, — o0m @ 


iel il iel 


Il existe donc un unique point g e & vérifiant (1); il est donné par (2). 


REMARQUES. — a) © # 0 nécessite 1 À @. 
b) On ne modifie pas le barycentre en supprimant — ou en rajoutant — des 


points affectés de coefficients nuls, ainsi qu’en remplaçant & par Aa = (Au). 
(À # O). 


c) Réindexation. — Le lecteur vérifiera que le barycentre n'est pas modifié, si 
l'on remplace simultanément a par (a, Et @ par (a,),.s OÙ s est une 
permutation de } («commutativité du barycentre »). 


d) D’après (3), lorsque © = 0, le vecteur E amd, ne dépend pas de m; 
el 


l'ensemble des g € & vérifiant (1) est alors soit @, soit &. 


NOTATION. — Soit O un point arbitrairement choisi dans &. Dans le 
vectorialisé # le point g apparaît comme combinaison linéaire, à coefficients 
a/6, des a;. Inversement, toute combinaison linéaire (dans #,) des a, avec des 


€) Le couple (a, &) est parfois appelé famille pondérée de points de & ;on peut le remplacer par la 
famille (a, x), On dit aussi barycentre des a,, affectés des coefficients «,, ou encore barycentre des 
points massiques (a, %),er 
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coefficients dont la somme est 1, peut être interprétée comme barycentre (dans &) 
des a, affectés des mêmes coefficients; elle ne dépend donc pas du choix du 
point ©. ‘ 

Cela nous conduit à écrire symboliquement l'égalité (2) sous la forme (*) : 


g— co '}oua 


iel 


En particulier toute notation YŸ À,a; supposera implicitement que Ÿ À, = 1. 


ei vel 


2° Associativité du barycentre. — THÉORÈME I. — Avec les notations du 
théorème du 1°, considérons une partition (1 )., de J telle que, pour tout ; € J, 
5, = Ÿ a; soit non nul; désignons par g; le barycentre de ({a;)..;, (0:).,). Alors le 


CTA 


barycentre g de (a, à) est aussi barycentre de ((9,)., (5).). 


Remarquons que (Ges est une famille presque nulle et que Ÿ 6, est égal 
à o, et donc non nul. Écrivons : Je 


_ —) —+ 
O=Poiga; = Y ( aga;) = © 6,9; 


il xd Vel, J je 


THÉORÈME Il. — Soient (g,)., une famille de points de #, (5 ),, une famille 


Je. 

presque nulle de scalaires, de somme © = Ÿ ©; non nulle, et g le barycentre de 
3 

(her (OS )e3). Donnons-nous d'autre part une famille (a,).., de points de #, et, pour 

tout j € J, une famille (x; ).., presque nulle de scalaires, de somme non nulle, telles 

que pour tout j € J, g;soit le barycentre de ((a;)... (x;)..). Alors g est le barycentre 


de ((ahes (Bi), où : 


B=> «(5 a) Sj 


JeJ lei 


Vérification aisée, en notant que (f;)., est une famille presque nulle, de 
somme 6, donc de somme non nulle. 


REMARQUE. — Du point de vue pratique, le théorème II consiste à remplacer lés points g;par des 
familles dont ils sont barycentres. Par le jeu des coefficients nuls, on se ramène aux conditions du 
théorème, où les g, sont tous barycentre de la méme famille (a,).., (avec des familles de coefficients 
différentes). 


3° Isobarycentre. — Soit n e N*. On suppose que n n’est pas multiple de la 
caractéristique de K. 


() En toute rigueur, nous devrions écrire : g = X (oc! «a. 


«el 
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DÉFINITION. — On appelle isobarycentre du système (a,, ..., a) e &" le 


a 
barycentre g = } (t/n)a; 
i=i 


I s’agit donc du barycentre de (a,, ..., 4,), affectés de coefficients égaux non 
nuls (par exemple 1, ou encore 1/#). On constate (réindexation) que pour tout 
se, l’isobarycentre de (ay, ..., 4) est celui de (a;, ..., a,). Ceci autorise à 
parler d’isobarycentre d'une partie finie de & (pourvu que son cardinal ne soit pas 
multiple de la caractéristique de K). (On utilise l'indexation identique). 


Cas DE n = 2. — On parle alors de milieu du couple (ou bipoint) (41, a). 
(a;, a) et (a,, a;) ont même milieu. 


THÉORÈME. — Le corps K n'étant pas de caractéristique 2, un quadruplet 
(a, b, c, d) e &* est un parallélogramme si, et seulement si (a, c) et (b, d) ont même 
milieu. 


ab = de s'écrit successivement, en fixant un point Oe € : 


> > + > > + > + 
Ob — Oa = Oc — Od; Ob + Od = Oa + Oc; 


: +c bed 
;U 9=:( ) 


REMARQUE. — La définition d'un isobarycentre pour une famille infinie de points est du domaine 
de l'Analyse (cf. tome V). 


5.1.3. Convexité 


ans ce paragraphe, le Corps de base est = ou LL. 
$ D paragraphe, le corps de b K = R ou © 
1° DÉFINITION. — Soit (a, b) € €2. On appelle segment d’extrémités a et b, et 
on note [a, b], l’ensemble des barycentres (1 — t)a + tb, où te [0, 11. 
Soit O un point quelconque de &. [a, b] est ainsi l’ensemble des points me& 
vérifiant : 
+ + 
Om = (1 — t)Oa + tOb, 
avecte [0,1]. 
En choisissant O = a, on obtient : am = tab. 
On notera que fa, b] = [b, a], et [a, a] = {a}. 
REMARQUES. — a) Le segment [a, b] contient à, b et le milieu de (a, b). 
b} On définit aussi les intervalles : 
da, b} = {1 — ja +tblre]0, 1]; 


Ca, b£ = {1 — rja +rblre[0 if}; 
Ja, bf = {1 — 1j +tblre 101}. 
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2° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour toute partie € de #, les deux assertions 
suivantes sont équivalentes : 


ï) Va,bje@? [able é; 


ii) Tout barycentre de points de %, affectés de coefficients dans R,, 
appartient à €. 


On appelle partie convexe de & toute partie € de # qui vérifie (i) et (ii). 
Soit & une partie de &. A tout n e N\{0} associons l’assertion : 


, (#,) Pour tous systèmes a = (a), € &" et à = (a), E(R,)* 


} tels que Ÿ a; # 0, le barycentre de (a, &) appartient à €. 


is 


— (2,}est vraie, (+7,) s'écrit (i}, ainsi qu'on le constate en posant 4, = 4, 
2 =beto,/(t, + @,)=t. 
D’après la remarque b) du 5.1.2, 1°, (ii) n’est autre que : (ÿn e N\{0} (+). 
Reste donc à prouver : (i) = (ii). 
— Supposons (i) vraie et raisonnons par récurrence sur n. Soit m > 3; 
supposons (.4,) vraie pour tout ne N,,_.. Considérons a € €” et ae (R,)", 
m 
vérifiant Ÿ a, # 0. Nous pouvons trouver m — 1 scalaires a, de somme non 
i=1 
nulle (sinon les «, € R, seraient tous nuls, et donc de somme nulle); supposons, 
mi 
pour fixer les idées, que o’ = Ya; est non nul; nous disposons ainsi du point 
1 m—i i=1 
g = — Y da, et, d'après #,,_;, ce point appartient à €. 
S'i=1 
D’après le théorème d’associativité, le barycentre g de (a, &) est le barycentre 
des points g'et a, de & affectés de coefficients dans R, ; d’après (4), il appartient 
à €. 


REMARQUE. — {3 et & sont des parties convexes de &. Un intervalle est convexe. 


3° a) THÉORÈME. — Soit (£,)., une famille de parties convexes de #. Alors 


€ = NS, est une partie convexe de #. 


iel 


En effet, si (a, b)e €2, alors pour tout ie I, (a, b) e €? et donc[a, b] € €, 
en résulte [a, b] € €. =! 


On établit le même résultat pour un ensemble de parties convexes de @. 


b} Enveloppe convexe. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit «7 une partie de #. 
Il existeune et une seule plus petite partie convexe de & contenant . ; on l’appelle 
enveloppe convexe de 7 et on la note Conv (#7). C’est l’ensemble de tous les 
barycentres à coefficients dans R, de points de &. 


— L’intersection des parties convexes de & contenant répond manifeste- 
ment à la question (l’unicité est évidente). Nous disposons ainsi de Conv (.#). 
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— Notons € l'ensemble des barycentres à coefficients dans R, de points de 
#4. Visiblement : 7 € €; % est convexe par application du théorème IT du 
5.1.2, 2° (en remarquant que si pour tous i et j: o,eR, et a;eR., alors 
B,eR,); il en résulte Conv (.@#) € €. 

Mais tout point de € est un barycentre à coeficients dans R , de points de 
4, et donc de Conv (4) qui est convexe. D'où & € Conv (#). 


ExEMPLE. — Conv({a, b}) = (a, b]. 


REMARQUE. — Si (€), est une famille de parties convexes de €, il n'y a aucune raison que [ 6; 
si 
soit convexe. Le lecteur vérifiera cependant que cette réunion est convexe lorsque (€, 
totalement ordonnée par inclusion, ou, plus généralement, lorsque : 


Vi)hel el Ué;,c ce, 


des SSt 


Le lecteur complétera cette étude par la démonstration des théorèmes de 
Carathéodory et de Helly (cf. exercices 5,4. et 5.5). 


5.2. VARIÉTÉS AFFINES. SOUS-ESPACES AFFINES 


5.2.1. Généralités 


1° Variétés affines. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (&, E, +) un 
espace affine et F un sous-espace vectoriel de E. La relation binaire Z. définie sur & 
par : 


_ 
vV@Des pA:q pqerF 


est une relation d'équivalence. Les éléments de l’ensemble quotient #/Z, sont dits 
variétés affines de &, de direction F. 


Vérification aisée laissée au lecteur. 


2° Premières propriétés. — D’après les propriétés des classes d'équivalence : 

— Une variété affine n'est pas vide, 

— Étant donné un point a e &, et un sous-espace vectoriel F de E, il existe 
une et une seule variété affine de &, de direction F, qui contienne a (on dit aussi « qui 
passe par 4 »); 

— Si est une variété affine de &, de direction F, alors 


En 
F={pql@,qef#}; Vaef F=F-a Naef #=a+rF 
Il en résulte, en particulier, qu'une variété affine n'a qu'une direction. 


DÉFINITION. — On appelle hyperplan affine toute variété affine dont la 
direction est un hyperplan (vectoriel) de E. 


THÉORÈME L. — Soient (&, E, +) un espace affine, et 7 une partie de &. Les 
assertions suivantes sont équivalentes : 
ï) 7 est une variété affine de &. 
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ïi) Il existe a e tel que 7 — a soit un sous-espace vectoriel de E. 
ii) .# est non vide, et pour tout a € 7,7 — a est un sous-espace vectoriel de 


E. 


iv) Ilexiste a € F tel que 7 soit un sous-espace vectoriel de &, (vectorialisé de 
éena). 


v) # est non vide et, pour tout a € 7, 7 est un sous-espace vectoriel de &,. 
vi) Il existe a € # et F sous-espace vectoriel de E tels que #Æ — a + F. 


Vérification laissée au lecteur. 


CAS PARTICULIER. — Les variétés affines d'un espace vectoriel (muni de sa 
structure affine canonique} sont les translatés des sous-espaces vectoriels de E. 


Simple conséquence de (i} <> (vi). 


THÉORÈME II. — Une partie non vide # de & est une variété affine de € si, et 
seulement si tout barycentre de famille de points de Z est un point de 


On traduit cette propriété en disant que # est « stable par barycentre ». 


— La condition est nécessaire. — On suppose que Z est une variété affine, 
de direction F.Soitæe Kiet ae F',aveco = Yo; non nul. En désignant par O 


if 


un point quelconque de #, le barycentre g de (a, æ) vérifie : 


— — 
Og = 67! Y a;Oa; 


ti 


IL en résulte : Og e F, et donc g 0 + F = F. 


— La condition est suffisante. — Supposons que la partie non vide # de & 
soit stable par barycentre et choisissons a € #. Nous allons montrer que 
Æ — a est un sous-espace vectoriel de E, et le théorème résultera du 
théorème I. 

— Æ# — aest non vide car il contient le vecteur nul. 

— Soient (p, g)e #2? et (a, Be K?. Définissons m € € par 


— _ = 
am = ap + Baq. 


Il s’agit de montrer me #. 
Or nous constatons que m est barycentre de (a, p, g)e Æ% affecté des 
coefficients (1 — à& — 3, «, f)e K* (dont la somme est non nulle). 


REMARQUE. — Si K n'est pas de caractéristique 2, la « stabilité par barycentre de 2 points » suffit. 
En effet, pour tous (a, p, 4)e #* et (x, fje K? on constate qu'alors appartiennent à # les points 


_ _ 1 ns 
a + üap, a + Bag, a + 3(ueP + fag), a + uap + Bag. 

CorOLLAIRE. — Si le corps K est R ou C, toute variété affine de & est une partie 
convexe de &. 


Puisqu’une variété affine est stable par barycentre, elle l'est a fortiori par 
barycentre à coefficients positifs. 
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3° Sous-espaces affines. — Soit (&, E, +) un espace affine. Supposons qu'il 
existe une partie non vide 7 de & et un sous-espace vectoriel F de E vérifiant : 


Va.xieg x F p+xef (1) 


L'application + de & x E dans & induit l’application + de # x F dans # 
qui coïncide avec + sur # x F;on dispose ainsi du triplet(7, F, +) qui vérifie 
visiblement l'axiome (4,) des espaces affines. 

Pour que ce triplet soit un espace affine, il faut et il suffit qu’il vérifie en outre 
l’axiome (4,), c’est-à-dire que le couple (#, F} vérifie non seulement (1), mais 
encore : … 

vVRDer?  paeF @) 


Or, pour F donné, les parties non vides de & qui vérifient (1) et (2) sont 
précisément les variétés affines de & de direction F (cf. Théorème I du 2°). 
Concluons en énonçant : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (&, E, +) un espace affine, # une de ses 
variétés affines, et F la direction de  ; on désigne par + l'application de 7 x F 
dans # qui coïncide avec + sur Z X F. Alors le triplet (#, F, +) est un espace 
affine; on dit qu’il s’agit d’un sous-espace affine de (#, E, +) de direction F. 


Toute variété affine d’un espace affine qui sera envisagée par la suite pourra, si 
nécessaire, être munie de cette structure d'espace affine. 

C'est ainsi que nous parlerons de dimension d’une variété affine pour 
désigner la dimension du sous-espace affine associé (i.e. la dimension de sa 
direction). 

Par analogie, nous appellerons codimension d'une variété affine de 
(&, E, +)la codimension dans E de sa direction. Ainsi les hyperplans affines sont 
les variétés affines de codimension 1. 

Enfin il nous arrivera de noter (#, F} la variété affine 7 de direction F. 


4° Parallélisme. — DÉFINITION. — Soient (, E, +) un espace affine, F et & 
deux variétés affines de #. On dit que F est parallèle à & si, et seulement si la 
direction de est incluse dans celle de . On dit que 7 et & sont parallèles si, et 
seulement si elles ont même direction. 


Il s’agit respectivement d’un préordre sur l'ensemble des variêtés affines de 
&, et de la relation d'équivalence associée (cf. exercice 1.16 du tome I). 
On constate, en utilisant le 2°, que si # est parallèle à &, alors : 


soit FNn8 =, soit FcS. 


Mais on notera que # n & peut être vide sans que l’une des variétés soit 
parallèle à l’autre. 


PROPOSITION. — Soient # et & deux variétés affines de €. 7 est parallèle à & 
si, et seulement s’il existe une variété affme # © % telle que # et €’ soient 
parallèles. 


Vérification aisée, laissée au lecteur; en particulier si # € &, alors # est 
parallèle à &(# = #). 
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5.2.2. Intersection de variétés affines 


Soit (&, E, +} un espace affine, qui abréviativement sera noté #. 


1° THÉORÈME I. — Soit (7), une famille de variétés affines de &. Alors 
NN Fest soit vide, soit une variété affine de & dont la direction est l'intersection des 


iel 


directions F; des #.. 


Supposons f} #; non vide, et désignons par a l’un de ses points. Alors : 


CI 


F-a=N(F;-a=NF. Ü 


iel ie 


On établit le même résultat pour un ensemble de variétés affines de &. 


THÉORÈME IL. — Soient et & des variétés affines de & dont les directions F 
et G vérifient E = F + G. Alors # n & est non vide et est donc une variété affine 
de direction F n G. Si de plus E = F @ G, alors 7 AN £ est un singleton. 


— Soit (a bjeZ x &. Le vecteur ab de E peut s’écrire x — y, avec 
( »y)eF x G.onadonch — a = x — y,cequis’écrita + x = b + y. Comme 
a+xefeb + yeS,onen déduit F n & £ G. 

— Si de plus E = F @ G, la direction de # n&etFnG={0} © 


DÉFINITION. — Deux variétés affines de & sont dites supplémentaires si, et 
seulement si leurs directions sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. 


D’après le théorème Il, l'intersection de telles variétés est un singleton. 


CoROLLAIRE. — Soient .#° un hyperplan affine et 2 une droite affine de &. Si 2 
n'est pas parallèle à # ,2 n # est un singleton (on dit alors que Z coupe #°). Si Z 
est parallèle à .#, on a soit 2 nn # = @, soit 2 € #. 


La première partie résulte de ce que, pour un hyperplan vectoriel H et une 
droite vectorielle D de E, E = D Hou D CH. 
La deuxième partie du corollaire est déjà connue. O 


Notons qu'ici, si 2 n # = @, on peut affirmer que ® est parallèle à #. 


Cas PARTICULIER, — Dans un plan affine, deux droites affines sont parallèles 
si, et seulement si elles sont confondues ou disjointes. Dans le cas contraire leur 
intersection est un singleton (on dit qu’elles sont concourantes). 


Il suffit de considérer l'une des droites affines comme un hyperplan. 


29 Variété affine engendrée. a) THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit & une 
partie non vide de l'espace affine #. Il existe une unique plus petite variété affine de 
& contenant 7 ; on l'appelle variété affine engendrée par æ et on la note Af (4). 
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Sa direction est Vect («7 — a), où a est un point quelconque de .. Enfin Aff (7) est 
l’ensemble des barycentres de points de æ. 


— L'intersection des variétés affines de € contenant æ répond manifeste- 
ment à la question (l’unicité est évidente). Nous disposons ainsi de Af (7). 

— Soient ae.# et F = Vect(.# — a}; a + F est une variété affine qui 
contient æ, et donc Af(g)cea+rF. 


Inversement, pour tout me s#, ni appartient à la direction de AfF(.æ#); 
 — a, et donc F est inclus dans la direction de Aff(#), ce qui entraîne 
a+F € Af(). 

— Notons l'ensemble des barycentres de points de æ. Visiblement : 
A4 > B; B est une variété affine de & d’après les théorèmes Il du 5.1.2, 2° et du 
5.2.1, 2°; il en résulte AF(æ) € Z, 

Mais tout point de Z est barycentre de points de 7 et donc de Aff (#7), qui 
est une variété affine: il en résulte Z € AfT(.æ). 


REMARQUE. — Dans le cas K = KR ou C, on constate : Conv («#) € Af(æ#). 


e On définit de même la variété affine engendrée par une famille (a,)., de 
points de & (1 Æ @)en introduisant #7 = {a,|[ie1}. On la note : AfF((ai)..). 
Le lecteur vérifiera aisément que Aff ((a,).,) est l'ensemble des points : 


— 


a, + >. ads, 


sel 
où ie 1 est fixé et (w;).., décrit K1. 


DÉFINITION. — Une partie non vide . (resp. une famille non vide (4;)..,) de € 
est dite génératrice si et seulement si : 


& = AN(#) (resp. # = Af (ae) 


ExEMPLE. — Soient un hyperplan affine de € et me &. On vérifie aisément 
que # L {m} est une partie génératrice de & si, et seulement si m£.#. 


5.2.3. Coordonnées barycentriques. 


Soit & un espace affine. 


1° Rang d'une famille de points, ou d'une partie de &. — DÉFINITION I. — On 
dit qu'une famille non vide (a), de points de & (resp. une partie non vide 7 = &) 
est de rang fini si, et seulement si Af ((4,)..,) (resp. AÏ (.#)) est une variété affine de 
dimension finie, dont la dimension est alors appelée rang de la famille (resp. de la 
partie). 


Notons que si le cardinal de la famille (resp. de la partie) est fini et égal à 
n + (ne NN}, alors le rang est fini et au plus égal à n; en effet la direction de la 
variété affine engendrée admet un système générateur de n + 1 vecteurs dont 
lun est nul. 
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2° Famille affinement libre. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit (a), une 


famille non vide de points de &. 
—+ 
Si pour un i, € J, la famille (a, a;).,,,, est libre, il en est de même pour tout 
ê € 1. On dit alors que la famille (a;)., est affinement libre. 
Un système de ñ + 1 points est affinement libre si, et seulement s’il est de rang #. 


= 
— Supposons (a, a), libre. Considérons i, e I\{i.}, et considérons une 


erio 


= 0. 


famille presque nulle de scalaires de K, (œ)4,,, telle que Ÿ “aa 
iru 


Nous pouvons écrire : 


—— — 
À aa; — a, }aa, = 0. 
ts 


ET 


L'hypothèse nous conduit alors à : 


(s = o) et (Vielish} = 0) 


Er 
Il en résulte : &, = 0. D'où : Vie I\{i,} a; = 0. 


— La deuxième assertion est laissée au lecteur. 
On vérifie également : 


PROPOSITION. — Toute sous-famille d’une famille affinement libre est 
affinement libre. 


EXEMPLES. — a) Un système (4, b) e &? est aflinement libre si, et seulement si a # b; Aff (a, b)) 
est alors une droite affine. 
En d’autres termes, par deux points distinets de #,« passe » une droite affine et une seule. I s’agit 


_ es 
de a + Kab = b + Kab. 
+ — 
b) (a, b, c) e &? est affinement libre si, et seulement si le systéme (ab, ac) est Hibre, ou encore si, et 


seulement si a, b et c ne sont pas alignés (ie. n’appartiennent pas à une même droite affine); 
Aff ((a, b, cj est alors un plan affine 


c) (a, b, c, d) e &* est affinement libre si, et seulement si a, b, c et d ne sont pas coplanaires. 


EXERCICES. — a) En utilisant la remarque du 5.2, 2° le lecteur montrera que si K est de 
caractéristique autre que 2: 

Une partie non vide F de & est une variété affine si, et seulement si pour tout couple de points 
distincts de #, # contient la droite affine engendrée par ces deux points. 


b) Si K n'est pas de caractéristique 2, soient (a, b, c, d) un parallélogrammeet i le milieu commun 
à (a, c) et (b, d). Alors a, b, c, d et i sont coplanaires. 


3° Bases affines. — DÉFINITION. — On appelle base affine de &, ou repère 
barycentrique de €, toute famille finie ou infinie de points de # qui est à la fois 
génératrice et affinement libre. 


Il s’agit d’une famille (a,),, telle que, pour un i, € I fixé, ai) ; est une 


base de E. Il en est alors ainsi pour tout i, € I. 


er 
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Notons que tout espace affine # de dimension finie n admet des bases ; celles- 
ci comportent n + 1 points (cf. 5.4.3). 


4° Coordonnées barycentriques. — THÉORÈME. — On suppose l'espace & 
muni d’une base affine (a;).. Alors tout point m € & peut être obtenu comme 
barycentre de (4;).., affecté d’une famille (£,).., € K!°, Cette famille est définie à une 
constante multiplicative non nulle près. Elle est unique si on lui impose la condition 


DE 1 


iel 
— & étant, par hypothèse, la varièté affine engendrée par (a;}.,, l'existence 
de (Ë,)., est assurée. Nous savons que l’on peut imposer Ÿ'E, = 1. 
il 
— Inversement, soient deux familles (6)... et (n;)., répondant à la question, 
avec DE, = Ÿn, = 1. Nous pouvons écrire : 


iel iel 


—+ —+ ”_ — 
ÿ& ma = > mima; = 0, d'où: DIE — njma; = 0. 
ief ief iel 

En introduisant i, e 1 (1 est nécessairement non vide) et en écrivant 


+ + 
ma, = ma, + GG, 


compte-tenu de Y'(£; — n;) = 0, nous avons : Ÿ (£, — na = O'et donc: 


ie ie 


Vie I\io} b=m 


Il en résulte, grâce à DE, = Ÿ ns (Es = (ner 


iel ici 
— Soient maintenant deux familles quelconques répondant à la question 
(die et Mas posons ë = VE, et n = Ÿ n; D’après ce qui précède : 


ie! iel 


Viel Ejé = nn CO 


DÉFINITION. — (a;)., étant une base affine de #, m un point de &, on appelle 
famille de coordonnées barycentriques de m dans la base (a;),, toute famille 
ji € K°, telle que, © désignant la somme de la famille : 


m= os !YEa; 


ie 


S° EXERCICE. — Supposons ici K de caractéristique nulle; nous appellerons pol yèdre (') tout n- 
uplet affinement libre (a,, ..., a,)e &”, face opposée à a; le polyèdre (a,, ...,a;_;, &,,,...,a,). 
Chaque a; est distinct de l'isobarycentre g; de la face opposée (car a;, contrairement à g, n'appartient 
pas à la variété affine engendrée par cette face opposée). Nous pouvons alors définir la médiane 
passant par a; comme la droite affine Aff ((a;, g). 


€) Pour n = 3, on dit triangle et non trièdre. 
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En étudiant l'isobarycentre g de {a,,...,a,), et en utilisant l’associativité du barycentre, le 
lecteur montrera que les n médianes passent toutes par g et que, sur chacune d'elle, g est déterminé 
par : 


m4 
94 = gi. 
n 


Il est possible d'énoncer d’autres propriétés, en appliquant différemment l’associativité du 
barycentre; par exemple, pour n = 4 (téiraèdre), g est le milieu commun aux bipoints formés par les 
milieux des « arêtes opposées ». 


5.3. APPLICATIONS AFFINES, GROUPE AFFINE 


5.3.1. Applications affines 


Dans ce paragraphe, (&, E, +)et (7, F, +) désignent deux espaces affines 
sur le méme corps commutatif, K. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION I. — Une application f : & — Æ est dite affine 
si et seulement s’il existe 4 € (E, F) vérifiant l’une des assertions suivantes, qui 
sont équivalentes : 


@ Jaeé Vaeë f{) = f{a) + u(ag) (ou : J(@f(a) = u(ag)); 
(ii) dae& VxeE f(a + x) = f(a) + u(x); 
Gi) Vo, Deé?  f(a) = f{p} + u(pa) (ou : Jp) to) = ua): 
(iv) Vpeëg VxeE f(p + x} = f(p} + u(x}) 


— (fi) + (ii) et (ii) æ (iv) se vérifient aisément grâce à la bijection 
mt am de ésurE. 
— (ii) = (i car é #4 Z. 
— Montrons (i} — (iii). (i) est supposée vraie; donnons-nous (p, q) € #2. 
+ 
Nous pouvons écrire : f{p) = f{a) + u(ap) et f(g) = f{a) + u(aq). Il en résulte : 


S@ — Sp) = u(a) — u(ap) = u(pa) 


EXEMPLE. — Toute application constante de # dans # est affine. 


NOTATIONS. — L'ensemble des applications affines de & dans Æ se note 
A(&, F). Au lieu d'application affine, on peut dire morphisme affine; lorsque 
& = # on parle d'endomorphisme affine et on note A(&) pour A(6, &). 

THÉORÈME ET DÉFINITION IL — Soit f : 6 —+ # une application affine. 
L'application linéaire 4 de la définition I est unique. On l'appelle partie linéaire de f 
et on la note L(f). 


Ayant choisi arbitrairement un point a e é nous avons en effet : 


VxeE  u(x) = f{a + x) — fla). 
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RÉCIPROQUE. — Étant donné u € S(E, F)et(a,a')e & x %, il existe une, et 
une seule application affine de # dans 7 qui admette « pour partie linéaire et 
transforme a en 4’, 


Il s’agit de l'application : m > à + u(am). Vérification aisée. 


COROLLAIRE, — Une application affine est constante si, et seulement si, sa 
partie linéaire est nulle. 


REMARQUES. — a} Pour démontrer qu'une application f : & — # est afñne, il suffit de trouver 
ae &telque x + f{a + x} — f{a) soit linéaire. Ce résultat étant acquis, on pourra alors appliquer 
(ii) ou (iv), plus forts que (i} ou (ii). 

b) Une application f : 4 — # est affine si, et seulement s’il existe ae € tel que f soit une 
application linéaire du vectorialisé &, dans le vectorialisé 

Si tel est Le cas, ce résultat est vrai pour tout ae é. 


c) Pourtout(a,b}e& x #, notons @, la bijection x + a + x de E sur & et ÿ, la bijection 
y tb + ydeFsur #. Le théorème I dit (assertion (i)}que f € F6 est afline si, et seulement s’il existe 
ae & tel que l'application 47, + f ° pde E dans F est linéaire, et (assertion (iii)) que, si f est affine, 
alors, pour tout pe &, L(f) = bip feez 


2° Premières propriétés des applications affines. — En utilisant la remarque 
précédente, le lecteur établira aisément : 


THÉORÈME L. — Pour qu’une application affine / soit injective (resp. surjective) 
(resp. bijective) il faut, et il suffit, que sa partie linéaire le soit. Sif est une bijection 
affine, il en est de même de f ” ! ; on parle alors d'isomorphisme affine. 


THÉORÈME IL. — Soient €, #, & des espaces affines sur un même corps 
commutatif. Si f : & + Fetg: # -+ % sont des applications affines, alors 
g°f: € — & est une application affine et 


L@ °f} = L(g) ° LS) 


En utilisant la conservation du caractère libre (resp. générateur) d’une 
famille de vecteurs d’un espace vectoriel par injection (resp. surjection) linéaire, 
on déduit du théorème I : 


COROLLAIRE. — Une injection affine transforme un système affinement libre 
en un système affinement libre. Une surjection affine transforme un système 
générateur en un système générateur. Un isomorphisme affine transforme une base 
en une base, et conserve la dimension (finie ou non). 


EXEMPLE : INJECTION CANONIQUE. — (#, F) est ici une variété affine de #, munie de sa structure 
de sous-espace affine de #. On constate que l'injection canonique j : # — # est affine et admet pour 
partie linéaire l'injection canonique de F dans E. 

Si,en outre, f : & — est une application affine, alors la restriction de fà #, qui s'écrit f : j,est 


affine et sa partie linéaire est la restriction de L{f) à F. 


3° Conservation du barycentre par application affine. — THÉORÈME. — Pour 
que l'application fŸ : &# — Æ soit affine, il faut et il suffit, qu'elle « conserve le 
barycentre », ce qui signifie que, pour toute famille (4;)., de points de #, et pour 
toute famille presque nulle (v.),., de scalaires de somme non nulle, l’image par / du 
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barycentre des points massiques (a; «;) est le barycentre des points massiques 


(J{ai), a). 


La condition et nécessaire. — Considérons fe A(&, #), et posons u = L(f). 
Soit un couple ((a).,, (æ:).,), où la famille de scalaires est presque nulle et de 
somme non nulle. Le barycentre g des (a;,a;) vérifie Ÿ ga; = 0,et donc 


iel 


+ . hs ACTE PRE 3 .. 
Y œu(ga;} = 0. En utilisant : u(ga;) = f{g}f(a), on en déduit que f{g) vérifie 


11 


À &f(g}f(a;) = 0, ce qui montre que f(g) est le barycentre des (f(a), «;) 


1el 


La condition est suffisante. — Soit une application f : & -+ % quiconserve 
le barycentre. Choisissons a € & et définissons u : E — F par : 


VxeE u(x) = f(a + x) — (a). 


Il s’agit de prouver que u est linéaire, 
Soient (x, y)e E? et (a, B)e K?. Nous avons : 


u(ox + By) = f{a + ox + By) — f(a) 
Or a + ox + fy est le barycentre de 
((a, a + x, a + y}, (1 — à — B, «, PB) 
fa + ax + By} est donc celui de 
(F{a), fla + x}, f{a + y}, (1 — à — R, «, B)}. 


D'où : 


fa + ox + By) Jia) = (1 0 — BG f + aflafa + x + Wfü + ») 


ce qui s'écrit : 


u(ox + By) = au(x) + Bu(y). 


PROPOSITION. — Si (a;}., est une base affine de & et si (b,),., est une famille de 
points de 7, alors il existe une, et une seule application affine, /, de & dans F qui, 
pour tout ie J, transforme a, en b. Si me € admet la famille de coordonnées 
barycentriques (£,)., de somme © # 0, alors f{m) = o7! ZE,b. 


Compte tenu du théorème II du 1° et de sa réciproque, l'existence et l’unicité 
de f résulte de L.9.1.2, 7°. Ceci acquis, l’expression de f résulte du théorème 
précédent. 


4° images d'une variété affine, d'un convexe. — Soient fe A(é, F) et 
u = L(f). 


THÉORÈME I. — L'image directe d’une variété affine (&”, E”} de & est une variété 
affine de , de direction u(E”). 
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L'image réciproque d’une variété affine (7°, F’) de Z est ou bien S, ou bien 
une variété affine de #, de direction u!(F). 


THÉORÈME IL. — On suppose ici K = R ou C. Alors l’image directe d’un 
convexe de & est un convexe de 7 ; l’image réciproque d’un convexe de Z est un 
convexe de &. 


Les démonstrations sont laissées au lecteur, qui utilisera l’une des caractéri- 
sations dont il dispose, la caractérisation barycentrique étant la plus commode 
dans le cas d’un convexe. 


5° Complément : une interprétation des coordonnées barycentriques. — Reprenons le 
K-espace affine (#, E) et notons F =({0} x E) U(K* x &), où 0 désigne Ok et où K*= K\{0}. Nous 
définissons sur F une loi interne + en convenant que {les &,, x,, m, appartenant respectivement à K*, 
E, 6): 

i) (0, x) + (0, x) = (0, x1 + x2)5 di) (0, x1) + (ss mi) = (ass ms + aix) 

) Six, +, # 0, (oi, ms) + (ot, m,) = (a, + @,, m,), où m, est le barycentre de (m,, m,) 
avec la famille de coefficients (æ,, &). 

ds. en 

iv) Sio + @, = O, (a, mu) + (x, m2) = (0, x,), où x, = asam, + œam, (a € 6). 

Le lecteur vérifiera que (F, +} est un groupe commutatif. 

On adjoint la loi interne (.), à domaine d'opérateurs K, définie par : 

i) &.(0, x,) = (0, x); ii) O.(os, m1) = (0, Op). 

ii) Si à # 0, @.(x,, m,) = (aus, mi). 

Le lecteur vérifiera que (F, +,.) est un K-espace vectoriel (il pourra interpréter les lois en 
s'aidant d’une figure dans K°, (&, K?} désignant le plan affine constitué par les (E, n, 1}e K°). 

L'application u: F — K (0x) He 0 (a, m) > a si x #0 est une forme linéaire sur F, de 
noyau {0} x E; {1} x &, ensemble des fe F vérifiant u(f) = 1, est un hyperplan affine de F de 
direction {0} x E. On constate quem ++ (1, m}est un isomorphisme affine de & sur {1} x & ce qui 
permet d'identifier les deux ensembles. En conclusion, tout K-espace affine peut s’interpréter comme un 
hyperplan affine ne contenant pas l'origine d'un K-espace vectoriel. 

Si (a) désigne alors une base affine de &, dans F, la famille ((1, a,)),., est une base (vérification 
triviale) et si m est un point de 4, de coordonnées baryceniriques (E).,. avec} E, = 1, 

iel 

ilest manifeste que (£,),., constitue la famille des composantes de (1, m) dans la base ((1, a;))., de F. 
Ainsi les coordonnées bar ycentriques ne sont jamais que des composantes de décomposition d'un vecteur 
dans une base. 


5.3.2 Endomorphismes affines ;, projecteurs et symétries 


1° Points invariants (ou points fixes) d’un endomorphisme affine. — I] résulte 
de la remarque b) du 5.3.1, 1° que, si un endomorphisme affine admet un point 
invariant a, on peut le considérer comme un endomorphisme linéaire du 
vectorialisé en a. D'où l'intérêt du théorème suivant : 


THÉORÈME. — Soient (#, E} un espace affine, f un endomorphisme affine de #, 
u la partie linéaire de f, Ÿ” = {m € &|f(m) = m} l’ensemble des points invariants de 
f. Alors : 


i) Ÿ° est ou bien l’ensemble vide, ou bien une variété affine de € dont la 
direction est l’ensemble Ker(u — Id;} des éléments invariants de u. 
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ïi) Si u — Id, est surjective, # n’est pas vide. 
ii} Ÿ° ne peut être un singleton que si x — Id, est injective. Inversement, si # 


est de dimension finie et si Ker (w — 1d,) = {0} (c’est-à-dire si 1 n’est pas valeur 
propre de u}, alors Ÿ” est un singleton. 


— 
— L'application g : m + mf(m) de & dans E, muni de sa structure affine 
canonique, est affine et Lg) = u — Id, En effet, pour tout (p, q)e €? : 


> 


ga) = da — pftp) = JP) — pa = (u — H,Xpa). 


Ÿ est ainsi l’image réciproque de la variété affine {0} de E par l'application affine 
g. D'où i}. O 


— Choisissons ae &. Compte tenu de f{(m) = f{a) + u(am), l'équation 
fm) = m s'écrit : (u — Id,Kam) + af(@) = 0. Si u — Id, est surjective, cette 
équation a des solutions et #° # @. D'où ii). 

— Si # est un singleton, sa direction, qui est Ker (4 — Id,) d’après i), est 
aussi {0}. Inversement si & est de dimension finie et si u — Id, est injective, alors 
u — Id, est aussi bijective, #° est non vide et de direction {0}. D’où ii}, []l 


2° Projecteurs affines. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (&, E) un 
espace affine, (7, F) une variété affine de €, G un supplémentaire de F dans E. 
Pour tout point m € €, il existe un unique point "€ # tel que mm € G ; on dit que 
m'est la projection de m sur #, parallèlement à G. 

En posant m'= r(m) on définit une application x de € dans # qui est affine et 
admet pour partie linéaire le projecteur (vectoriel) sur F parallèlement à G, qui sera 
noté p; on dit que x est ie projecteur (affine) sur parallèlement à G; il vérifie 
non = 71; l'ensemble de ses points invariants est 7. 


— Pour m donné, m' est l'unique point commun aux variétés affines 
supplémentaires # et m + G de & (cf. théorème II du 5.2.2, 1°). 


m+G 


FIG. 3. 
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— Nous disposons donc de x : &# - &. Choisissons a e F ; nous consta- 
tons ra) = a. Pour tout me &, m' = mm) s'écrit successivement : 


— . + + + 
(mef) A(mmeG); (am eF) À (mme G); am = p(am). 
Ainsi : 
+; 
Vme& rm) = ra) + p(am), 


ce qui montre que z est affine et que L(x) = p. 
Le lecteur terminera aisément la démonstration. 


THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Tout endomorphisme affine f tel que f + { = f est 
un projecteur affine. 


Soit fe A(&) tel que f of = f. D’après le théorème II du 5.3.7, 2°, p = L{f} 
vérifie p « p = p, et donc est un projecteur vectoriel : il existe deux sous-espaces 
supplémentaires F et G de E tels que p soit le projecteur sur F parallèlement à G. 

D'autre part, ayant choisi arbitrairement be #, nous constatons que le 
point a = f(b) est invariant par f. Désignant par x le projecteur affine sur 
Æ = a + F parallèlement à G, nous constatons alors que les applications affines 
fet x vérifient L(f) = L{n} et f{a) = ra), ce qui entraîne f = n. 


REMARQUE. — Contrairement à ce qui se passe dans un espace vectoriel, un projecteur affine 
n'est pas canoniquement associé à un autre : dans la situation du théorème direct, on peut introduire 
une variété affine & de & de direction G et dire que = est le projecteur sur # parallèlement à &; on 
dispose du projecteur sur # parallèlement à #, mais # n'est pas uniquement déterminé. 


3° Symétries affines. — Nous supposons ici que le corps de base K est de 
caractéristique autre que 2. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Reprenant les notations du théorème et 


définition du 2°, on associe à tout point me le point c(m)e& tel que : 
Sera Rés e CD 
mo(m) = 2 mr(m) (ou encore : r(m) est milieu de (m, o(m). 

On définit ainsi une application © de € dans & qui est affine et admet pour 
partie linéaire la symétrie (vectorielle) par rapport à F parallèlement à G, qui sera 
notée s; on dit que © est la symétrie (affine) par rapport à #, parallèlement à G; elle 
est involutive, et donc bijective; l’ensemble de ses points invariants est 7. 


On raisonne comme au 2°. Ayant choisi ae # et constaté G(a) = a, on 
aboutit à : 


Vmeë  oûm) = o(a) + (2p — Id/Nam) = o(a) + s(am). 


REMARQUES. — a) On peut dire aussi que © est la symétrie par rapport à # parallèlement à 
toute variété affine & de & de direction G. 


b} Si est un singleton {a}, on a F = {0} et G = E; on parle alors de symétrie-point a, ou de 
symétrie centrale par rapport à a. 


THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Tout endomorphisme affine f qui est involutif est 
une symétrie affine. 
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Ayant choisi arbitrairement be &, on constate que le milieu du bipoint 
(b,f(b)) est invariant par f. Ceci acquis, on raisonne comme au 2°. 


PRoposiTion. — Deux symétries affines commutent si,et seulement si, leur 
produit est une symétrie affine. 


Même démonstration que dans le cas vectoriel (1.3.3, 2°). 


5.3.3. Le groupe affine 


Soit (&, E, +) un espace affine, noté abréviativement €. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'ensemble des automorphismes affines de € 
est un sous-groupe du groupe symétrique G(#); on l'appelle groupe affine de & ; on 
le note GA(&). 


Résulte immédiatement des théorèmes I et II du 5.3.1, 2°. 
On constate de même : 


PROPOSITION. — La restriction à GA(&) de lapplication Z qui à toute 
application affine associe sa partie linéaire induit un morphisme de groupes 
surjectif de GA(&) sur GL(E), groupe linéaire de E. Ce morphisme sera noté 6. 


La surjectivité tient à ce que, pour tous u e GL(E) et (a, b} e €? l'application 


mb + u(am) de & dans lui-même est un élément de GA(&), de partie 
linéaire u. 


REMARQUE. — Comme tout sous-groupe de G(#), GA(&) opère sur &'; ilen est de même de tout 
sous-groupe de GA(&). On constate que GA(#) opère transitivement (mais non fidèlement). 


2° Le groupe des translations. — DÉFINITION. — Soit v € E. L'application 
m tm + v de & dans lui-même est appelée translation de vecteur v, et notée t.. 


L'image de # © & part, se note & + v. 


THÉORÈME. — L'ensemble 7(&) des translations de & est un sous-groupe 
distingué de GA(&), isomorphe au groupe additif (E, +} et donc commutatif, C’est 
le noyau du morphisme 6. 


— $SoitveE. Fixons ae & ; nous avons alors t,{a + x) — t,{a) = x;t, est 
donc une application affine de & dans lui-même, de partie linéaire Id, ; elle 
appartient à GA(&) et même à Ker 0. 

— Inversement, soit feKer0. Pour tout (a mje&2, nous avons 

+ —— 
im) = f{a) + am, et donc : f(m) = m + af(a); il suffit alors de fixer a e 6 pour 
constater : f = Er 

Ilen résulte T{#) = Ker 8 ;or Ker 8 est un sous-groupe distingué de GA(#). 

— Enfin, le lecteur constatera ques + test un isomorphisme du groupe 
(E, +) sur le groupe (T6), ce). = 
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REMARQUE — On dispose d’un isomorphisme de groupes entre GL(E) et GA(#)/T(@) 
(surjectivité de 0). Deux automorphismes f'et g de # ont même partie linéaire si et seulement s'il existe 
te Té) telle que f = t og (resp. f = got). 


3° Groupe d'isotropie d'un point de &. — THÉORÈME ET DÉFINITION. - Soit 
a un point de #. On appelle groupe d’isotropie de a, et on note GA (6), l'ensemble 


des automorphismes de & laissant a invariant, La restriction de 0 à GA (6) est un 
isomorphisme de GA (6) sur GL(E). 


Il s’agit d'un sous-groupe de GA(&) (1.2.5.3). On constate : 
T6) n GA(E) = {Id,}, 


la restriction de 0 à GA, (&) est donc injective. En prenant la démonstration de la 
proposition du 1°, avec a = b, on vérifie la surjectivité. 


REMARQUE. — En introduisant le vectorialisé &, de & on a : 
GA (6) = GUE,). 


On retrouve ainsi l'isomorphisme entre GA,(&) et GL(E). 


THÉORÈME. — Soit a € & fixé. Tout automorphisme f € GA(E) s'écrit de façon 
unique f=tog, avec (tg)e Té) x GA{E) (resp f=g ot, ave 
(g',t}e GA{E) x Hé). 


— Unicité. — Sit, og; =t,°g, alorst;! ot, = g, °g;! appartient à 
Té) n GA(é) = {ld,} et donc (#1, g1) = (2, 92). 


— Existence. — Soient a’ = f{a), et t la translation t.Posonsg = 17! of; 
nous avons g € GA(&), gla) = 17 (a) = a, et donc g € GA (€). 

La décomposition f = g' ct’ s’étudie de même. O 

Ces résultats montrent que l’étude des automorphismes affines se ramène, 
«à une translation près », à celle des automorphismes linéaires d’un vectorialisé 
de €. 


4° Groupe des homothéties-translations. — DÉFINITION. — Soient a e é et 


+ 
x € K\{0}. L'application m + a + am de & dans lui-même s’appelle homothétie 
de centre a et de rapport à, et est notée h,.. 


Notons que si K est de caractéristique différente de 2, h, _, est la symétrie-point de centre a. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'ensemble H(#) des homothéties et des 
translations de & est un sous-groupe distingué de GA(&), appelé groupe des 
homothéties-translations, C’est l'image réciproque par 8 du groupe des homothé- 
ties vectorielles de E. Pour fe H(#), 8(f) s'écrit de façon unique «Id, (4 € K\{0}). 
Le scalaire à est appelé rapport de l’'homothétie-translation f. 

Une homothétie-translation de rapport 1 est une translation. Une homothétie- 
translation de rapport à # 1 est une homothétie de rapport «, dont le centre est 
uniquement déterminé. 
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— Une homothétie h,, est manifestement une application affine de & dans 
lui-même, de partie linéaire «Id, et donc H(#) = GA(&). Pour tout fe H(é), 
@(f) = ald, (ax = 1sife #). 

— Inversement, soit fe GA(&), telle que 8(f) = Id, avec a # O.Sia = 1, 
alors fe T(6). Supposons donc & # 1, et soit b fixé dans £#. Notons b' = f(b). 
Nous écrivons alors, pour tout me &, f{m) = b' + abm ; il en résulte que 
l'équation f(m) = m, à inconnue m € &, que nous pouvons écrire : 


+ — 
(À — ojbm = bb’ 


— 
a comme unique solution a = b + i bb'. fest ainsi déterminée par : 


— & 


Vme& Jim) = a+ œam, etdonc f=h,. 


H(&) est ainsi l'image réciproque par 8 du groupe des homothéties 
vectorielles de E, ce qui prouve que H(#) est un sous-groupe distingué de GA(&). 
L’unicité du centre tient à ce que celui-ci est nécessairement invariant. 


REMARQUES. — a) Le lecteur constatera que l’application qui, à une homothétie-translation 
associe son rapport, est un morphisme du groupe H(#) dans le groupe (K*, .). 

Il en déduira, par exemple, que la composée de deux homothéties de rapport & et «7! est une 
translation. 

b) L'ensemble des homothéties de centre a fixé est un groupe commutatif isomorphe à (K*,.). 
C'est le groupe des homothéties vectorielles de #,. 


5.3.4. Formes affnes ; hyperplans affines 


1° Formes affines. — a) DÉFINITION. — On appelle forme affine sur le 
K-espace affine (#, E, +) toute application affine de & dans K, muni de sa 
structure affine canonique. 


La partie linéaire d’une telle forme est donc un élément de E*, dual de E. On 
vérifie aisément : 

a) Toutef e A(&, K) est ou bien constante, ou bien surjective. En effet l’image 
de L(f) étant un sous-espace vectoriel de K est ou bien {0}, ou bien K. 

Notons que l'existence de formes affines non constantes, qui équivaut à 
(E* # {0}) suppose que & n’est pas un singleton. 

b) A(&, K) est un sous-espace vectoriel de K°;f + L(f) est une application 
linéaire de A(&, K}) dans E*, dont le noyau est constitué par les formes linéaires 
constantes. 


2° Équations d'un hyperplan affine. — Soit (&, E) un espace affine non réduit 
à un singleton, ce qui implique qu'il existe des hyperplans vectoriels dans E et, 
donc, des hyperplans affines dans &. 
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THÉORÈME. — Soit f une forme affine sur €, non constante. Alors l'ensemble 
# = f7 0) est un hyperplan affine de €. 


# est l'image réciproque de la variété affine {0} de l'espace affine K. 
Comme # est non vide (du fait de la surjectivité de f), c’est une variété affine de 
& ; on constate que la direction H de # est le noyau de la forme linéaire L{f), qui 
est non nulle; H est donc un hyperplan vectoriel de E. 


THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Soit # un hyperplan affine de &. Alors il existe 
une, et à une constante multiplicative non nulle près, une seule forme affine f 
telle que #° = f 7 (0); f est non constante. On traduit : 


Vme& me#) = (f(m) = 0) 
en disant que /(m) = 0 est une équation de #. 


— La direction H de .# étant un hyperplan vectoriel de E, on sait (1.9.3.3) 
qu’il existe u e E*\{0} telle que H = Ker u. 

D'autre part, # étant non vide, nous pouvons choisir a € #. Nous avons 
ainsi : 


# = {me 6 |u(am) = 0}. 


f: € — K définiepar :Vme& f(m) = ufam), est une forme affine de partie 
linéaire u, et donc non constante (u # O), qui vérifie #° = f 7 (0). 

— Soitalorsg e A(€, K), telle que # = g7 (0). Les formes linéaires L(f)et 
L(g) ont le même noyau H, ce qui entraîne (1.9.3.3, 3°) qu’il existe À e K\{0} tel 
que L(g) = M{(f). De L(g — Àf) = 0, on déduit que la forme affine g — À fest 
constante ; elle est même nulle puisqu'elle prend la valeur 0 en tout point de #; 
ainsi g = Àf. Q 


Hyperplans affines parallèles. — PROPOSITION I. — Deux hyperplans affines 
de &# d'équations respectives f(m) = 0 et g(m) = 0 sont parallèles si, et seulement 
s’il existe À € K\{0} tel que la forme affine g — À f soit constante, 


Le parallélisme de # et .#” équivalant à l'égalité des noyaux de Z{f}et L(g), 
il suffit de reprendre le calcul qui précède. 


CoROLLAIRE. — Soient # un hyperplan affine de & et f(m) = 0 une équation 
de #. Pour tout « € K, on pose #, = f 7 !(o). Alorsa + # est une bijection de 
K sur l’ensemble des hyperplans affines de € parallèles à #. 


Vérification aisée, laissée au lecteur. Q 


Complément. — PROPOSITION IL. — Soient, dans un espace affine réel, un 
hyperplan # = f”1(0) et une droite 2 — Aff (a, 1 b), non parallèle à à #. On sait 


(5.2.2, 1°) que & N# = {m} ; on a alors : fbma = famb. 


Posons u = L(f), m = a + tab, et écrivons : fa + tab) = 0, ou encore : 


f\@) + tufab) = 0, 
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ou enfin 
Ja) + tb) — fa) = 0. 


On a: f(b) # f{a), sinon serait parallèle à #. On en déduit 
ch 2 
Ja) — f&) 


30 Demi-espaces. — Ici, nous supposons K = R.— DÉFINITION. — Soient # 
un hyperplan affine de &’, et f(m) = 0 l’une de ses équations. Les deux parties de #, 
définies par : 


&, = {meë&|f{m) > 0} et 8, = {me &|f(m) < 0} 


sont appelés demi-espaces ouverts délimités par #. On définit de même les demi- 
espaces fermés avec des inégalités larges. 


Le lecteur vérifiera que #, et &, ne sont pas vides, et que, d’après 2°, pour # 
donné, l’ensemble {#,, #,} ne dépend pas du choix de f. Mais cela n'aurait aucun 
sens de parler de demi-espace « positif » ou « négatif ». 

R*,R*,R, et R_ étant des parties convexes de R, il résulte du théorème I 
du 5.3.1, 4° : 


PROPOSITION. — Un demi-espace (ouvert ou fermé) est une partie convexe 
de €. 


ExERCICE. — Soient # un hyperplan affine de &#, et (a, b) € €?. En utilisant la proposition 11 du 
2°, on constate que a et b appartiennent au même demi-espace ouvert délimité par # si et seulement 


si: 
Lablnx# = g. 


*REMARQUE. — Le lecteur montrera, lorsqu'il aura étudié III.2.6.7, 6°, que si E est une.v.n. et si f 
est continue, #, et #, sont les deux composantes connexes de &\#., 


4° Affinités et transvections. — DÉFINITION 1. — Soient (#, H) un hyperplan affine D une 
droite vectorielle supplémentaire de H dans E (ie. non incluse dans H}et & € K\{0}. On appelle affinité 
d'hyperplan directeur #, de direction D et de rapport « l'application de # dans lui-même qui à tout point 


me & associe m' € & défini par : mom’ = œmçm, où m, est la projection de » sur .# parallèlement à D. 


Sia = 1,ils’agit de Id,;sia = — 1 et si K n'est pas de caractéristique 2, il s’agit de la symétrie 
affine par rapport à #, parallèlement à D. 


DÉFINITION IL. — Soit # un hyperplan affine de £. On appelle transvection d’hyperplan directeur 

# toute application de la forme : 
mm + gim)xo 

où x, est un vecteur fixé de La direction H de #, et où g{m) = 0 est une équation de #. 

Si x, = 0, il s’agit de Id,. 

e Le lecteur vérifiera qu'affinités et transvections sont des automorphismes affines et que, dans 
chaque cas où il ne S'agit pas de Id,, l'hyperplan directeur est l'ensemble des points invariants. 

En vue de démontrer une réciproque, étudions un automorphisme « d’un espace vectoriel E dont 
l'ensemble des points invariants est un hyperplan H de E, ce qui s'écrit : H = Ker(u — Id,), et 
implique que D = Im (# — Id,) isomorphe à E/H, soit une droite vectorielle, Distinguons deux cas : 


1% Cas : D  H, c'est-à-dire E = H @ D. — D est stable par u — Id,, et donc par u, qui induit 
ainsi sur D une homothétie de rapport «(avec à # 0 d'après u e GL(E),et x Æ 1 puisque Ü est le seul 
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vecteur de D invariant par u). Pour x = x’ + x", avec (x',x”)e H x D,ona: 
uGx) = x + ax" 


2 Cas : D © H. — Ayant arbitrairement choisi x, e D\{0}, nous disposons de l’isomorphisme 
p:E Ex, de K sur D et nous constatons que h = @"! -{(u — Id)est une forme linéaire sur E, de 
noyau H; ici : 

YxeE u(x) = x + hx)x. 


e Revenant au cas affine, démontrons : 


PROPOSITION. — Soient # un hyperplan affme de & et f un automorphisme affine de € laissant 
invariant tout point de #. Alors f est une affinité ou une transvection d’hyperplan directeur #. 


— S'ilexiste a € #\# invariant par j, alors f = Id, ; en effet #° L {a} est une partie génératrice 
de €. 

— Supposons maintenant que # est l’ensemble des pointsinvariants de f. Choisissons a € # ;f 
est ainsi un automorphisme linéaire du vectorialisé &,, dont l'ensemble des points invariants est 
l'hyperplan (vectoriel) # de &,. On applique l'étude vectorielle qui précède. 


REMARQUES. — a) La même étude, sans l'hypothèse f bijective, donnerait en outre les 
projections affines (cas x = O). 


b) L'ensemble des automorphismes affines laissant invariants tous les points d’un hyperplan 
affine # est un sous-groupe de GA(#) : c'est l'intersection des GA{#) lorsque a décrit #. 

Si, à un tel automorphisme, on associe son rapport lorsqu'il s’agit d’une affinité, 1 lorsqu'il s’agit 
d'une transvection, on définit un morphisme de ce groupe dans le groupe multiplicatif (K\{0}, .). 

En particulier la composée de deux affinités de même hyperplan directeur #, et de rapports 
inverses est une transvection, d’ailleurs identique lorsque les affinités ont la même direction. 


5.4. ESPACES AFFINES DE DIMENSION FINIE 


K étant un corps commutatif donné, nous considé- 2 
rons exclusivement des K-espaces affines de dimension 
finie, non nulle, ce qui nous garantit l'existence d’hyper- 
plans. 


5.4.1. Coordonnées et représentations paramétriques 
DÉFINITION. — Soit À un ensemble quelconque. On appelle paramétrage ou 
représentation paramétrique de À toute application surjective 
f: A — À 


À est appelé ensemble des paramètres. Si À € À, l'élément / (À) de À est appelé 
élément de paramètre À. 


On peut adopter un point de vue voisin en considérant f comme une famille 
d'éléments de 4, notée (a,),4, avec À = falà e A}. 
Tout ensemble admet un paramétrage : À = À et f identique. Dans la 
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pratique, seuls nous intéresseront les paramétrages dans lesquels À est une partie 
de K, ou de KP (pe N*). 

Notons que, bien que cela soit parfois commode, nous n’imposerons pas 
toujours que f soit bijective. 

Au lieu de paramètres, on parle aussi de coordonnées, la distinction entre les 
deux vocables étant surtout dictée par l'usage. 


5.4.2. Repères affines, coordonnées cartésiennes. 


1° DÉFINITION. — On appelle repère affine (ou cartésien) de l'espace affine 
(&, E, +), de dimension n > 0, tout couple (0, e), où O est un point de #, appelé 
origine des coordonnées, et e = (e;, ...,e,) une base de E. On appelle coor- 


—+ 
données (*) d'un point me #, les composantes du vecteur Om dans la base e. 


Le système & = (£,,...,6,) des coordonnées de m est donc défini par : 
eh ge ñn 
Om = Y be, 


On dispose ainsi d’un paramétrage bijectif de #. Plus précisément : 


THÉORÈME. — Un repère (0, e) de # étant choisi, la correspondance entre 
me & et son système (£,, . .., &,) de coordonnées est un isomorphisme affine de 
sur K”, 


Vérification immédiate. 


2° Coordonnées du barycentre. — THÉORÈME. — Soient (0, e) un repère 
affine de #, (a;)., une famille de points de #, et (x), un élément de K{° tel que 


o = Ÿ o; soit non nul. Désignons par (Ë,,, ..…., £,,) le système des coordonnées de 


iel 


a; dans le repère (0, e). Alors le système (£,, ..., Ë,) des coordonnées du barycentre 


g = 6 !Y «4; dans ce même repère, est donné par : 


ie 
VieN, É= 0 'Yaé;; 
ief 
Conséquence immédiate de : 


_ _ 
0g = 6 * Y a;Oa;. 


ie 


3° Représentation matricielle d'une application affine. — Soient (&,E) et 
(7, F) des espaces aflines de dimensions p > 0 et n > 0, (0, e) et (Q, €) des 


€‘) I serait plus correct de parler de coordonnées cartésiennes. 


RAMIS. — Math. Spéc. 2. Algèbre 6 
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repères affines de & et #, enfin f une application affine de & dans # de partie 
linéaire u. 

Mat (u, e, £)est notée M =[a;;]. Nous désignons par N la matrice-colonne 
des coordonnées v, de f(O) dans le repère (Q, €), et, pour tout(m,m'}e & x #, par 
X et Ÿ respectivement la matrice-colonne des coordonnées & ; de m dans le repère 
(0, e) et celle des coordonnées n; de m’ dans le repère (Q, £).. 

Pour tout (mm)eg x #, l’assertion m' = f(m) équivaut à : 


— + —_—+ 
Qm' = Nf(0) + u(Om) () 
et donc à : 
Y=MX+N €) 
ce qui s’explicite sous la forme : 
1 
VieN, ms D œE +v G) 
j=1 


REMARQUES. — a) Dans la pratique, on évitera des erreurs en vérifiant, dans (2), que X = 0 
donne les coordonnées Y = N de f{O). 


b} Si on choisit Q = f{O), alors N = 0. 


Le lecteur vérifiera que, réciproquement, toute relation du type (2) ou (3) 
définit une application affine de & dans dont la partie linéaire est représentée 
par la matrice M dans les bases e et #. On achève de la déterminer par l’image 
d’un point (généralement celle de l'origine O). 


Cas PARTICULIER. — Formes affines. — Soient € un espace affine de 
dimension n > 0, et (0, e) un repère affine de #. Toute forme affine sur & s'écrit 


ñ 


J'Eê-Kk O4 Ÿ Ep re À a+ mu (4) 


51 i 


où (@,...,%,4,) est un élément de K”*'. Inversement, toute application 
f: 8 — K de la forme (4) est une forme affine sur &. 
Notons que f est constante si, et seulement si (æ,, ...,æ,) = (0, ..., O). 
D'autre part, dans la base duale e* = (e%,.,,,e*) de e, 


L(f) = ÿ œe*. 
ji=1 


4° Changement de repère affine. — Soïent (0, e) et (0, e) deux repères affines 
du même espace affine (#, E) de dimension n# > 0. Soit P la matrice de passage 
P = P?, Q la matrice colonne des coordonnées de O’ dans le repère (O,e) 
(Remarquons que P et Q définissent le « nouveau » repère (O’, e’) par rapport à 
l'« ancien » (O, e)). 

Si nous notons X la matrice colonne des coordonnées de me & dans le 
repère (0, e), X’ celle de ses coordonnées dans le repère (O', e’), la formule : 


PE 
Om = 00° + Om 
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se traduit alors par : 
X=PX +Q (5) 
P étant inversible, on en déduira X’ en fonction de X, si c’est nécessaire. 


REMARQUES. — a) Ici encore, on aura tout intérêt à penser au cas X' = 0 (donc m = 0") pour 
éviter loute erreur dans la signification de Q. 


b) On aurait pu, comme on l’a fait dans les espaces vectoriels, interpréter ($) comme la 
traduction matricielle de l'application affine Id : # — &, & étant muni respectivement des repères 
{0', e’) et (O, e). 

c) Le lecteur établira une formule de changement de repères pour la représentation matricielle 
{2) d'une application affine. 


5° Orientation d’un R-espace affine (£&,E) de dimensions n > 0. — Par 
définition, orienter &, c’est orienter E et convenir que l’on qualifie de positifs (ou 
directs} les repères de & associés aux bases positives de E, de négatifs (ou 
rétrogrades) les autres repères de &. 


Le lecteur pourra remarquer que cette partition de l'ensemble des repères de &’ est déterminée 
par la relation d'équivalence 4 définie par « @.S%' signifie que les bases associées aux repères et 
Æ' ont la même orientation ». 


Aux propriétés de l'orientation dans un espace vectoriel, ajoutons : 
Pour toute fe GA(&), les repères (0, e) et (f(O), f(e)) appartiennent à la même 
orientation si et seulement si det (L(f)) > 0. 


5.4.3. Coordonnées cartésiennes 
et coordonnées barycentriques 


Soit & un K-espace affine de dimension finie n > O. 
1° Si (O, (e,, ..…., e,)) est un repère affine de &#, alors : 


(0,0 +e,,...,0+e,) 


est un repère barycentrique (ou une base affine) de & (cf. 5.2.3, 3°). 
Inversement si (ao, 41, ..., a,) est un repère barycentrique de &, alors : 


—— + 
Go (ao@i, ..., ao4,)) 


est un repère affine de é. 
2° Soient (0, (e,, .... e,)) et (ao, 41, . .., 4,) des repères ainsi associés. En 


utilisant : 


ge cu n 
Om = Ÿ és, et m=o Ya, où os = ÿa, 
i=1 i=0 i 


nous constatons que : 
— Si(é,,...,6,) est le système des coordonnées cartésiennes de meé, 
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alors tous les systèmes de coordonnées barycentriques de m sont les 
(to; %1, ..., &,) donnés par : 


VieN, a; = OË;; do = ei — Y :) 
j51 


où © peut être arbitrairement choisi dans K\{0}. 
— Si, &,...,0@,) est un système de coordonnées barycentriques de m, 
alors le système des coordonnées cartésiennes de m est donné par : 


ñ 
VieN, E=o la, avec o= a, 
J=0 
3° Pour K = R, si & est orienté, l'orientation de (a,, a,, ..., a,) est, par 


définition, celle de 
(Go (4081, - : +; aoa,)). 


5.4.4. Représentation des variétés affines 


Nous avons vu, au L.11.2, que l'ensemble des solutions d’une équation 
linéaire était soit l’ensemble vide, soit une variété affine. Nous allons ici aborder 
le problème réciproque. 

Dans tout ce qui suit, sans que nous ayons à le répéter, l'espace affine &, de 
dimension n > 0, est muni d'un repère affine (O, e). 


1° Équations cartésiennes d'un hyperplan. — Il résulte de 5.3.4,2° et 
5.4.2,3° : 
THÉORÈME. — a) Toute équation d’un hyperplan affine de & est de la forme : 


nñ 


ab; + 4,1 0, avec (a. ...,a,) # (0, ...,0) (0) 


51 


Inversement toute équation de la forme (1) représente un hyperplan affine # de #, 
toute équation de # s’écrivant alors : 


 Gaé; +, = 0, avec ke K\{0} 
j=1 


et la direction de # admettant (dans la base e) l'équation : 


b) Les deux hyperplans affines admettant respectivement pour équations : 


D a; + ui = 0; ÿ BE, + 8,4, = 0 


i=i i=1 


sont parallèles si et seulement s’il existe À € K\{0} tel que : VieN, B; = Aa; 
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2° Équation cartésienne d’une variété affine. — DÉFINITION. — On appelle 
rang d’un système (#).,. d'hyperplans affines de & le rang r du système 
(Han, des directions. Les deux systèmes sont dits libres lorsque r = m. 


Si, pour tout ieN,, jf: e A(&, K) est telle que #, = f (0) et si u, = L(f), 
alors r est le rang du système (u;).n d'éléments de E*, mais pas nécessairement le 


rang du système (f),n. d'éléments de l'espace vectoriel A(6, K). 


THÉORÈME. — Soient p un entier tel que O0 < p < n et # une partie de #. Une 
condition nécessaire et suffisante pour que Z soit une variété affine de dimension 
p de & est qu'il existe une famille libre (#,),\,, d'hyperplans de & dont 


l'intersection soit 7. 


La condition est nécessaire. — Par hypothèse, Æ est une variété affine de 
dimension p de &. Sa direction F est un sous-espace vectoriel de dimension p de 
E; d’après 1.9.3.6, 4°, il existe une famille libre (HN. d'hyperplans vectoriels de 
E dont lintersection est F. Fixons ae et posons :#, = a + H,, 
1<i<n—p;(#i,, est ainsi une famille libre d’hyperplans de & dont 

np 
l'intersection est a + fN\ Hj=a+F=#. 


i=1 


#p 
La condition est suffisante. — Soient Æ = [1 #; où (#;).n., est une 
i=1 
famille libre d’hyperplans affines de &, et, pour tout ieN,,_,, f(m) = 0 une 
équation de #, # est ainsi l’ensemble des me & vérifiant : 


VieN,_, fm) =0 (2) 


ou encore l’ensemble des O + Ÿ Ee; vérifiant un système de n — p équations 
j=1 
linéaires à n inconnues de la forme : 


Ê 
vieN,_, LE Gb + ns = 0 

ji=1 
dont le rang n — p est égal au nombre des équations. D’après la théorie des 
équations linéaires (L.11.2), ce système est compatible et # est non vide; # est 
alors une variété affine de & de dimension p (toujours d'après [.11.2, ou encore 
d'après 5.2.2, 1°). 


PRopPosirion. — Soit la variété affine de #, de dimension p : 
np 
F=N#, où (Ai = fr On, , 
i=1 


est une famille libre d'hyperplans affines de #. L'ensemble des hyperplans de € 
contenant # admet le paramétrage À +9; ! (0), avec : 


A= Qu... à,-)ek" A{(0...,0) et a, = Ex À fe 
ist 
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— Pour À # (0,...,0) donné, g, est une forme affine non constante, 
puisque 


np 
Lg) = Y ML) 


a | 


est une forme linéaire non nulle; gx; !(0)est donc un hyperplan de #; cet hyperplan 
contient # d’après (2). 

— Inversement soit # un hyperplan de # qui contient #. Sa direction 
contient celle de #, qui est l'intersection des directions des #,; D'après 
L.9.3.6, 4°, toute équation g(m) = 0 de # vérifñe donc : 


np 
L(g)= Y AL(F), où (As,...,A,-,) est un élément non nul de K"°?. 
i=1 
np np 
OnaL (a — Af, ) = 0;g — Y Af;est une forme affine constante; il 


= 4 i=1 


np 
suffit de calculer sa valeur en ae # pour constater g = Ÿ A jf. CO 
FA 


REMARQUE. — Le paramétrage À gi (0) n'est pas bijectif. On constate que 
a 'O=a'@ s'écrit  p=kX, ke K\WO} 
Il peut être commode de se limiter à une restriction injective de ce paramétrage. C’est ainsi qu'en 


supposant À, = 1, on obtient un paramétrage bijectif de l’ensemble des hyperplans affines contenant 
Æ qui ne contiennent pas la variété afine 


np 
F=N#A (Fer) 
ia 


3° Représentation paramétrique d'une variété affine. — THÉORÈMEI. — 
Soient a un point de € de coordonnées (&,, ...,@,),v = (2, . .., v,) un système de 
ñ 
vecteurs de E avec v, = Ÿ Be, et Z la variété affine a + Vect(v,, ...,v,). 


i=1 
On dispose alors du paramétrage : 


P 
E = à + Y ABj (GeN, G) 
ji=1 
où le paramètre À = (A,, ..., À,) décrit K?. Si de plus v est un système libre 


(dim# = p), le paramétrage est bijectif et À est le système des coordonnées du 
point correspondant de # dans le repère affine (a, v). 


Vérification immédiate, chaque point de # étant donné par : 


m=a+ À hp, (à) 0 
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REMARQUES. — a) En toute rigueur, c’est la formule (4) qui définit un paramétrage de #. La 
formule (3} définit un paramétrage d’une variété affine de K° isomorphe à #. Par abus de langage, 
nous dirons encore que (3) constitue un paramétrage (ou représentation paramétrique) de #. 

b) Onretrouve.avec# = #etp = n, la définition des coordonnées cartésiennes, cas particulier 
d'un paramétrage de #. 


THÉORÈME IL. — Soient (a, ..., a,) un système de points de #, où a; a pour 
coordonnées (x;;).,,, et # la variété affine Aff (ao, ..., a). 
On dispose alors du paramétrage : 
P 
D Ati; 
E= = 


où le paramètre À = (A0, . .., À,) décrit L e Kr*1 


LA 
SAi# 0} 
=0 

Le paramétrage n’est pas bijectif. Si de plus (a,, . . ., a,)est affinement libre, À 
est un système de coordonnées barycentriques du point correspondant de 7 dans le 
repère barycentrique (as, ..., a). 


I suffit d'écrire que tout point de # est barycentre de (as, ...,a,). La 
remarque a) du théorème I subsiste. 


Dans la pratique, il peut être commode de se limiter à une restriction injective du paramétrage, 
par exemple en imposant Àj = 1. 
Si nous désignons par H l'hyperplan affine : 


herf£a= 1 


de K°, nous obtenons alors une bijection de K\H sur Z\AÏ ((a,, ..., a,)) (c'est-à-dire # privé d’un 
de ses hyperplans affines). 


EXEMPLE. — Soient 4 et b deux points distincts de #, de coordonnées respectives (œ,, ..., œ&,)et 
(B:, ..…, B,) et 2 la droite affine Af ((a, b}). 
Nous disposons du paramétrage bijectif de fa} : 


RCE 
He GEN) 


où le paramètre À décrit K\{— 1}. 


4° Représentation analytique de projecteurs et symétries, — Nous étudions 
ici, à titre d'exemple, les projecteurs et symétries relatifs à un hyperplan affine. Le 
lecteur généralisera à d’autres situations. 
Soit # l’hyperplan affine d’équation : 
ñ 


Y QE; + +1 = O ((t:,...,0,) # (0, ...,0)) 5) 
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n 
et D la droite vectorielle engendrée par le vecteur v = Y Be,. Nous supposons 
= 
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que D n'est pas incluse dans la direction de #, ce qui se traduit par : 


ñ 


> af, #0 (6) 
J=1 
Désignons par m un point quelconque de #, de coordonnées (p,, ..., j,); 
nous nous proposons de calculer les coordonnées (ul, ..., d,) de la projection m' 
de m sur # dans la direction D, et les coordonnées (up, ..., p;)du symétrique m” 


de m par rapport à .#° dans la même direction. 

La droite affine m + D est paramétrée par : p = m + Av(A € K) soit : 
E = up, +AB.(ieN,) Notons À (resp. À”) le paramètre de m’ (resp. m") On 
obtient À’ en écrivant pe #, et mm” = 2mm’ fournit À” = 24. 

Il en résulte : 


ñ n -1 
M=- (S ah; + JE 7) 


d'où l’on déduit, pour tout ie N, : 


ñ n 
D Hits: È hits 
, j=1 L j=1 
Rd € W=p-2—— f, 
DE > 8, 


j=i 1 


REMARQUE. — On vérifie sur ces formules que sim e #,alorsm = m' = m”. 


5.4.5. Étude des cas n = 2 et n = 3 


En raison de leur importance pratique, nous allons reprendre ce qui précède 
dans les cas particuliers n = 2etn = 3. L'espace & est supposé muni d’un repère 
noté (0, i, j) (resp. (©, i, j, k)) et les systèmes de coordonnées cartésiennes d’un 
point sont notés (x, y) (resp. (x, y, z)). Conformément à l'usage, i nous arrivera de 
noter Ox la droite O + Ri (resp. xOy le plan O + Vect (i, j} 


1° Droites affines dans un plan affine. — Une droite affine est en même temps 
un hyperplan affine. 
a) Les équations d’une droite affine sont de la forme : 
ux + vy + w = 0 ((&, v) # (0, 0)). 
Une droite Z dont la direction ne contient pas j admet une équation de la 
forme y = mx + n, on dit que m est le coefficient directeur de %. 
— Deux droites affines, d'équations respectives : 


(2) ux +uy+w=0 et ux+uy+w =0 (2) 


sont parallèles si, et seulement si : 
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Dans le cas contraire, leur intersection est un singleton {a}, et alors les 
droites affines contenant a sont les droites d'équations : 


Qu +uu)x + (Av +uv)y +(Aw+pw)=0 (À, h) # (0, 0). 


En imposant p = 1,on obtient une bijection de K sur l'ensemble des droites 
affines contenant a, distinctes de Z. 

b) Soient a e &, de coordonnées (x,, yo), et v € E\{0}, de composantes (a, B). 
Alors la droite affine Z = a + Kv admet l'équation cartésienne : 
x —Xx, 
y — yo BP 


= 0 


— 
(On écrit que m appartient à 2 si, et seulement si am et v sont colinéaires.) 
De même, si a, et a, sont deux points distincts, de coordonnées (x;, y) et 
C2, 72) la droite affine © = Aff((a,, a2)) a pour équation : 


D De Dee Te 


Din Fi M 
(On se ramène au cas précédent, avec a = a, et v = a; — a.) 
c) En ce qui concerne les paramétrages d’une droite affine, nous laissons au 
lecteur le soin d’adapter ce qui a été dit dans le cas général au cas n = 2etp = Ï. 
d) Condition pour que trois points soient alignés. — Soient (a;).,, un système 
de points de &, a; ayant pour coordonnées (x, y,). Il existe une droite affine (au 
moins) contenant {a,, 4, 4,} si, et Seulement si : 


X1 Yi 1 
X2 2 1]=0 
X3 Ya | 


Il suffit d'écrire que le système homogène, à inconnues u, v, w: 
ux, + vy; + w= 0 Ge N;) 


a une solution autre que la solution banale (en remarquant qu'une telle solution 
ne saurait vérifier u = © = 0). 


REMARQUE. — En supposant a, + a,, et en remplaçant (x3, yA) par (x, y) on retrouve une 
équation de la droite Aff((a,, a)})}. 


EXERCICE. — Le lecteur cherchera à exprimer une condition nécessaire et suffisante pour que 
trois droites d'équations ux + v,y + w, = 0 (ieN.) soient concourantes (ie. contiennent un même 
point); il cherchera à interpréter la relation : 


CCR 
U2 Ur W 
Us V3 Wa 


=0 


2° Plans affines et droites affines en dimension 3. — Les plans affines, ou 
variétés affines de dimension 2 sont ici les hyperplans affines. 
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a) Les équations d’un plan affine sont de la forme : 
ux + vy + wz + h = 0 ((u, v, w) # (0, 0, O)). 
— Deux plans affines d'équations respectives : 


(#) ux +vy +wz+h=0 
et 
(A7 vx + v'y + wz + h = 0 


sont parallèles si, et seulement si la matrice : 


u Ov w 
uv w 
est de rang 1, ce qui se traduit par la nullité de trois déterminants, à savoir : 


vw — vw=0;, wu — wu=0; uv — uv =0 () 


Dans le cas contraire, leur intersection est une droite affine Z, dont la 
direction est engendrée par le vecteur de composantes : 


G@w — vw, ww — w'u, uv — uv) 
et les plans affines contenant Z sont les plans d'équations : 
(Au + pu’}x + (Av + pu'}y + (Aw + uw°)}z + (Ah + uh') = 0 
(@ p) # (0, 0) 


En imposant u = 1, on déduit une bijection de K sur l’ensemble des plans 
affines contenant ®, distincts de #. 
— Adjoignons à # et #” un troisième plan #” d’équation : 


u"x + v"y + w°z + h" = 0. 


Le système (#, #", .#”) est libre si, et seulement si : 


u LA w 
uv w|=0 
uw vw’ 


et dans ce cas # n #" n #"est un singleton {a}. Les plans affines contenant a 
sont alors les plans d'équations : 


Qu + pu + vu)x + (ho + pu + vo”)y + (Aw + uw + vw')z 
+ Ch + ph + vh") = 0. 
avec : (À, u, v) # (0, 0, 0). 


{") L'un des trois coefficients u, v, w est non nul. Si on sait par exemple que x # 0, on pourra se 
contenter d'écrire : 


uv — uv = 0 wu — wu = 0 


(cf. 111.12. 3°). 
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En imposant v = 1, on obtient une bijection de K? sur l’ensemble des plans 
affines contenant a, mais ne contenant pas Z. 
b} Soient a e & de coordonnées (x,, Yo, zd) et (v, t’) € E? un système libre, 


(1 


ai+fBj+yk et où = œi+ Pi +yk 
Le plan affine # = a + Vect ((v, v’}} a pour équation : 


X—Xo à 
Y—Yo B Bl=0 
Z2—20 Y Ÿ 


De même si a, (ie N;} sont trois points non alignés, de coordonnées 
(x, yà Zi), on écrira une équation de # — Vect ((a,, a;, a,)} en se ramenant au 
cas précédent 


+, —> 
Ga = a, v = aa, v = a;a3) 


ou bien, en raisonnant comme au 1°, en cherchant une condition nécessaire et 
suffisante pour que quatre points soient coplanaires. On trouvera : 


x }y z 1 
Xi Yi ZA 1 = 0 
X2 Ya 22 1 
X3 Vs Z3 1 


c) Représentation d'une droite affine. — On a le choix entre une représenta- 
tion paramétrique (cf. 5.4.4, 3°), ou un système d'équations, ce qui revient à 
considérer la droite comme intersection de deux plans. 

Un cas favorable est celui où la direction de la droite n’est pas incluse dans 
Vect ((i, j). En effet, dans ce cas on peut trouver un vecteur directeur de 
composantes (a, b, 1} et la droite rencontre O + Vect ((i, j)) en un point de 
coordonnées (p, q, 0). On peut alors la représenter par : 


6 


qui s’interpète soit comme représentation paramétrique (paramètre z € K), soit 
comme système d'équations de deux plans. 


az + pP 


bz+q @ 


EXERCICE. — Déterminer une équation de la projection sur le plan © + Vect ({i, j)), dans la 
direction Kk, de la droite affine définie par (2) [en supposant (a, b) # (0, 0)]. 

Le lecteur pourra par exemple remarquer que cette équation s'obtient en éliminant z entre les 
deux équations de (2) (en le justifiant !) et il obtiendra donc : 


bx — ay — bp + ag = 0. 
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EXERCICES 


Même lorsque cela n'est pas précisé, &, désigne un espace affine de dimension n, & un 
espace affine quelconque. Pour a # b, droite (a, b) est mis pour Aff (a, b). 


8.1. — Soit Z/3Z x 7/37 considéré comme espace-affine sur Z/3Z. Montrer 
que dans cet espace affine 1l existe 9 points, 12 droites et que chaque droite contient 
trois points. Montrer que par chaque point passent quatre droites. Montrer qu'il existe 
quatre directions de droites et que pour une direction donnée, il existe trois droites ayant 
cette direction. 


5.2. — THÉORÈMEDE MENELAUS. — Soient (o),,, une famille de scalaires et (a;).\ une 
famille de points deux à deux distincts de &,,; on convient : 4,,, = 4,. On considère les 


: # : er FRS o ù 
points b, ie N, définis par : = djb,a;,, ce qui implique qu'aucun des «; n’est égal à 1. 
Montrer que s’il existe un hyperplan affine contenant tous les b; et aucun des a; alors 


Lu 
II & = 1. Étudier une réciproque. 
i=i 


83. — Soit (a)... un système affinement libre de points de &,. On considère les 

: : FA Le CS À M — —— 
points b, ie N,, définis par b;a, = via;a;,, et le point b défini par ba,,, = va;a,,.. 
Montrer que b,, ..., b,, b appartiennent à un même hyperplan affine si, et seulement si : 


&V-Dw+D=vII" 


5.4. — THÉORÈME DE CARATHÉODORY. — Soit & un espace affine réel de dimension n. 

a) Soit a = (an, P > # + 2, une famille de points de #. Montrer que tout 
barycentre à coefficients positifs de points de a est aussi barycentre à coefficients positifs 
d’une sous-famille de a de cardinal p — 1. 

b) En déduire que, si € est une partie de #, son enveloppe convexe, Conv (&), est la 
réunion des enveloppes convexes des parties de & de cardinal au plus x + 1. Montrer par 
un exemple qu’on ne peut se limiter aux parties de cardinal au plus #. 


*c) Montrer que si € est compacte, alors Conv(&) est compacte. L’enveloppe 
convexe d’une partie fermée est-elle fermée ?, 


5.5. — THéorÈME DE HeLiy. — a) Soient é afline réei de dimension n et (&#,).\. 
p > n + 1, une famille de parties convexes de #, telle que l’intersection de toute sous- 
P 


famille de cardinal n + 1 soit non vide. Montrer que (9 €; est non vide. (On raisonnera 
par récurrence sur p). i=i 


Le résultat subsiste-t-il avec une famille (&,)., vérifiant la même hypothèse ? 


b) Application. — (Sen, p > 3, est une famille de segments de droites parallèles 
d’un plan affine réel admettant trois à trois une sécante commune. Montrer qu'il existe une 
droite rencontrant tous les &, 


5.6. — Soit & un espace affine sur un corps K de caractéristique différente de 2. On 
donne (a, b, c, d)e &* et on désigne par x, y, z, t les milieux de (a, b), (b, c), (c, d), (d, a). 
Montrer que (x, y, z, t) est un parallèlogramme. 
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5.7. — Soient # et & deux variétés aflines de #,. Étudier la dimension de 
AÎ(Z L &) (on distinguera les deux cas # NE 24e F nE = D} 


5.8. — THÉORÈME DE LA GÉOMÉTRIE AFFINE. — Soient (#, E) et (#, F) deux espaces 
affines réels et f : & — Æ une application. On suppose : 
i) dim & > 2; 


ji) Pour toute droite affine Z de &, f induit une bijection de 2 sur une droite affine 
de F; 

ji) Si 2 et 2’ sont deux droites parallèles de &, f(2) et f(2'} sont deux droites 
parallèles de F. 

On se propose de montrer que f est affine. 

e) Montrer que f est injective et que dim # > 2. 

b} On choisit a e 6 et on pose b = f{a). On définit u : E + F par: 

VxeE u(x) = fa + x) — b 
— Montrer : V{x, y}e E? u(x + y) = u(x} + u(y) (on distinguera les cas (x, y} 


libre et (x, y) Hé). 
— Pour me &\{a}, on définit o,, : R — R en posant : 


VÉER fa + Eam) = b + o,(E)bftm) 


montrer que 5, est un automorphisme de corps de R, en déduire &,, = Idg et conclure. 


REMARQUE. — On démontre plus généralement que si # et Æ sont deux espaces affines réels 
etsif : € — F vérifie : 

— dim AF[f(8)] > 2 

— Yü,bjie&? f[A#(a, bi] = AfLF (a), FO] 


alors f est affine. 


59. — Soit (6, E) un K-espace affine. Dans les questions a} et b) on suppose K de 
caractéristique nulle. 

a) Soit f un automorphisme affine de & vérifiant f? = Id,, avec p e N\{0}. Montrer 
que f admet un point fixe. 


b} Soit un sous-groupe fini de GA(&). Montrer qu'il existe ae & tel que : 
VMeT  f(a =. 


c) Montrer que a) est faux si K n'est pas de caractéristique nulle. 


5.10. — Soient & un espace affine et æ un ensemble. 

a) Montrer que &* possède une structure naturelle d’espace affine. 

b) On suppose ici que æ# est muni d'une structure d'espace affine. Montrer que 
l'ensemble des applications affines de «/ dans & est un sous-espace affine de &#. 


*5.11. — Soient & et # deux R-espaces affines de dimension finie. On dit qu’une 
application f de & dans # est localement affine si elle possède la propriété : 

Pour tout me &, il existe un voisinage de m, V(m}, tel que la restriction de f à V{m) 
coïncide avec la restriction à V(m) d'une application affine f,, de & dans #. 

Montrer qu’une application localement affine est affine. 
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*5.12. — On donne p points &1,1, ..., &,, d'un R-espace affine # de dimension 
finie. Pour tout ie N,, on désigne par a, ; l'isobarycentre de la famille (a, jen que Par 
récurrence, on définit pour tout (n, ie N* x N, l'isobarycentre 4,,,, de la famille 
(@n, Djen tir Montrer que, pour tout ieN,, la suite (a,,19,.n admet une limite mi. 
Comparer entre eux les points m., 


513. — Dans K[X] muni de sa structure affine canonique, on désigne par & 
l'ensemble des polynômes prenant en p points donnés de K (deux à deux distincts) 
œ, --., & des valeurs données B;,..., B,. Montrer que æ est une variété affine. 


*5.14. — Pour k € R donné, on désigne par #, l'ensemble des applications continues 
de ]1, + cof dans R qui vérifient : 
Vte]ll +al fé)-ft=k 
a) Montrer qu'il existe k, tel que t + Log (Log i} appartienne à € Pour tout 
kER, en déduire un élément g, de &,. 
b) Montrer que é, est un sous-espace affine de RÂ + let déterminer &.. 


5.15. — Soient (é, E) un R-espace affine de dimension 3, et f e A(#) dont la partie 
linéaire u e S(E) est diagonalisable. 

a) Quelle relation doivent vérifier les valeurs propres de u pour que, pour tout 
m, € &, la suite (f"(mo)},en soit formée de points appartenant tous à un même plan. 

*b) Trouver une condition sufisante pour qu'il s'agisse toujours de points apparte- 
nant à une même parabole ou à une même droite. 


5.16. — Soit f un en endomorphisme affine de &, tel que u = L(f) vérifie u? = Id. 
Montrer qu’il existe un unique couple (1, g), où test une translation et g une symétrie affine, 
tlquf=teg=goet 


5.17. — Soient (#, Ejet (F, F) des espaces affines. 

a) Montrer que ($ x #,E x F) peut être muni d’une structure d'espace affine. 

b} Montrer que le graphe de toute application affine de # dans # est une variété 
afin dé x F. 

c) Réciproquement, f : & — Æ# dont le graphe I est une variété affine de € x # 
est-elle une application affine ? 


5.18. — Dans un R-plan affine, on donne un triangle (a, b, c). Soient À, u, vtrois réels 
dont aucun n’est — 1. On désigne par p le barycentre de ((b, c), (1, À)), par g celui de ((c, a), 
(1, p)}, par r celui de ((a, b}, (1, v)). Trouver une condition nécessaire et suffisante : 

a} pour que les droites ap, bq,.cr soient concourantes ; 

b} pour que les points p, q, r soient alignés. 


5.19. — Soient (a, b, cj et (a', b', c’) six points d’un plan affine qui sont deux à deux 
distincts et tels que Les triplets (a, b, c’}, (a, b', c), (a', b,c}et(a', b', c'\soïent formés de points 
alignés. Montrer que les milieux de aa’, bb’ et cc' sont alignés. 


5.20. — Dans un plan affine on donne un triangle (a, b, c). Soit m [resp. m'] le 
barycentre des sommets affectés des coefficients (a, B, y) [resp.(«', B', y]. Étudier 
Papplication m + m' lorsque a’ = BB = yy. 
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521. — Un plan affine est rapporté à un repère (O, i, j); «, B, fi sont des réels non 
nuls. On note : a = © + oi, b = O + fj, b' = O + ff. Le réel À varie de façon que les 
droites d’équations y = Axet y = — Àx coupent respectivement les droites ab et ab' en 
des points m et m'; montrer que la droite mm’ contient un point fixe. 


5.22. — On écrit abréviativement P = 0, Q = 0, R = 0 les équations des côtés d’un 
triangle de &,, rapporté à un repère. Trouver une condition pour que les droites 
d'équations 


Q-aR=0, R-BP=0 P-yQ-0 
soient concourantes. 


5.23. — Dans un plan affine on donne deux triangles (a, b, cj et (a', b', c') tels que les 
parallèles menées des points a', b', c' respectivement aux droites bc, ca, ab sont 
concourantes. Que peut-on dire des parallèles menées de a ,b ,c respectivement à b'e', c'a', 
ab? 


5.24. — Soient (&, E) un C-espace affine de dimension finie, et (0, e,,...,e,} un 
repère de &. On considère deux éléments 


a=(,...,n) et B—(B,...,8,) 
de C" tels que a, = 1 pour tout ieN,. 


On définit les points a, et b, de & par 0a = ae; et Ob, = Be; montrer que les n 
points a; (resp. b;} sont affinement indépendants; on note ? (resp. 2) l'hyperplan qu'ils 
engendrent. On considère de plus un élément p={(p,.....p,) de €”, avec 
Pi +": + p, = 1, et on désigne par h (resp. k) le barycentre des points a, (resp. b;) 
affectés des coefficients p;. 

a) Ici p est fixé et on suppose que la droite hk passe par un point fixe . Montrer que, 
lorsque æ et B varient, l'intersection de # et 2, lorsqu'elle existe, est située dans un 
hyperplan fixe x. Comment faut-il choisir c pour que ? et 2 restent parallèles ? Que se 
passe-t-il si, au lieu de passer par c, la droite hk a une direction fixe ? 


b) p est encore fixé, et c est donné comme en 4). On se fixe en outre À e C. Déterminer 
—+ + 
æet $ pour que ch = Àck; montrer l'existence de 2” solutions. 


525. — Montrer que tout endomorphisme afñne de #, dont la partie linéaire a pour 
déterminant + 1 ou — 1 est produit de symétries hyperplanes. 


5.26. — Dans un plan affine on donne un triangle. Trouver l’ensemble des points p 
tels qu'il existe une droite passant par p et coupant les côtés du triangle en trois points 
dont p est l’isobarycentre. 


5.27. — THÉORÈME DE pappus. — Soient 2 et 2’ deux droites d’un plan affine, et a; 
(resp. a), i e N, des points distincts de Z (resp. de 2'}n’appartenant pas à Z’ (resp. 2). On 
se place dans le cas général où existent des points b,, b,, b, tels que, pour i,j, k deux à deux 
distincts, {bi} soit l’intersection des droites 4,4, et aa, Montrer que ces points sont 
alignés. Étudier les cas particuliers. 


5.28. — Dans €, affine, on donne la famille libre (as, 41, . . ., 4,). Pour i donné, les a; 
tels que j # i déterminent un hyperplan .#;. Une droite donnée ® coupe #;en b;; soit c; 
le milieu de (a, b;). Montrer que les n + 1 points c, appartiennent à un même hyperplan. 
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5.29, — Dans un plan affine, on donne cinq droites .#,, æ#,, .#,, ®, ®' se coupant 
deux à deux en des points distincts. Le point d’intersection des droites .# et #’s’écrit 
C.#, NT]. On considère les six droites : 

@ = AÛ(CS, #1 (9, 1, avec G,HeNS et j#k. 


a) Sans s'occuper des cas particuliers, prouver l'alignement des points [.æ,, #,;], 
La, 81 Cas #2], celui des points [.#,, #,,1, [#,,%,,1 [#,, &,,] enfin celui des 
points (3, #32], [@s, B13] CBi2, Bail. 


b} Montrer que les trois droites ainsi mises en évidence ont un point commun. 
5.30. — #, est rapporté au repère (0, e,,e;, e;). On considère les points : 


a=O0+he, avec AAA; #0 et  2/À, = (1/À;} + (1/À3), 
bi= 0 +pe, avec bn; #0 et  2/u, = (1/1) + (1/3) 
= O+vie, avec vivivs #0 et  2/v, = (1/v,) + (1/v3). 


Montrer que les 7 plans abs, tels que ï + j + k = 6 ont un point commun. 


6 
ESPACES AFFINES EUCLIDIENS 


6.1. ISOMÉTRIES ET DÉPLACEMENTS 


6.1.1. Espaces affines normés 


Nous supposons, dans ce paragraphe, que le lecteur a 
déjà étudié le chapitre 3 du tome III. Si tel n'est pas le cas, 
il pourra passer directement à la lecture du 5°, sans 
inconvénient pour la compréhension. 

K désigne le corps des réels ou celui des complexes. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (#, E) un K-espace affine et ||.|| une 


ES 
norme sur E. Alors d : &? > R, définie par da, b) = |lab]}, est une distance sur € ; 
elle est invariante par translation; on l'appelle distance de la norme; le triplet 
(&, E, ||.1)) est appelé espace affine normé (en abrégé : e.an.). 


Vérification aisée, laissée au lecteur qui constatera également que, pour 


Oeégfixém + Om est une isométrie de (&, d)sur (E, ||. |). On remarque aussi 
que, si a est un point de &, le vectorialisé &, peut être muni d’une structure 
d'espace vectoriel normé (par le transport de structure qui a servi à définir 
l’espace vectoriel #,). 

Les translations sont des isométries de & sur lui-même. Les homothéties 
affines sont lipschitziennes, ainsi que leurs réciproques (qui sont aussi des 
homothéties); ce sont donc des homéomorphismes. 

Il en résulte en particulier que toutes les boules ouvertes (resp. fermées) sont 
homéomorphes à l’une d’entre elles. 


2° On étend aisément aux espaces affines normés les propriétés des e.v.n. 
Ainsi le lecteur est invité à vérifier : 

— Toute boule d'un e.an. est convexe; 

— Un ouvert d'un e.a.n. est connexe si et seulement s'il est connexe par arcs 
(ou par lignes brisées): 

— L'adhérence d'une variété affine est une variété affine. Un hyperplan affine 
est fermé ou dense. Il est fermé si et seulement s'il s'écrit f (0), où f est une forme 
affine continue : 

— L'intérieur (resp. l'adhérence) d'une boule est la boule ouverte (resp. fermée) 
de même centre et de même rayon. 


La démonstration peut se faire en utilisant un vectorialisé de #. 
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3° Applications affines continues. — THÉORÈME. — Soient (#, E) et (F7, F) 
deux e.a.n. sur le même corps K, et f : & — 4 une application affine, de partie 
linéaire 4. Les assertions suivantes sont équivalentes : 


(i) f'est continue en un point ; 
(ii) u est continue ; 
(ii) f est k-lipschitzienne ; 
(iv) f est uniformément continue ; 
(v) f est continue. 
Nous ferons appel à des résultats du III.3.1.2, 1°. 
— (i) = (ii. Nous supposons f continue en a € é. 
De : 
VxeE lux) = d(f(a), f(a + x) 


nous déduisons la continuité de 4 en 0,, et donc la continuité de w. 
— (ü) = (ii). Nous supposons # continue. Il existe donc ke R tel que : 


VxeE Hu(x)il < kfxil. 
Il en résulte : 


Ve, peë?  d[i(p, fig] = ltpal < kd(p, a) 


— (üi) = (iv), (iv) = (v), (v) = (D sont connues. 


COROLLAIRE. — Si & est de dimension finie, toute application affine 
ff: & — Æ est continue. 


4° Équivalence de distances. — THÉORÈME. — Soient (&, E) un espace affine, 
d; et d, des distances sur # respectivement associées aux normes N, et N, sur E; 
d; et d, sont topologiquement équivalentes si et seulement si elles sont équivalentes, 
et si et seulement si N, et N, sont équivalentes. 

Si & est de dimension finie, toutes les distances associées à des normes sont 
équivalentes entre elles. 


Vériñcation immédiate; le lecteur constatera de même que si & est de 
dimension finie il est complet, et qu’alors les compacts de & sont les fermés bornés 
(quelle que soit la distance que l’on utilise, à condition qu’elle soit associée à une 
norme). 


5° Espaces affines euclidiens. — DÉFINITION L. — On appelle espace affine 
euclidien tout R-espace affine (#, E) où E est un espace vectoriel euclidien. 

Ils’agit en particulier d’un espace affine normé (pour la norme euclidienne), de 
dimension finie. 


Pour tout ae #, l’e.v.n. &, est alors un espace vectoriel euclidien. 
e Soient (6, E) un espace affine euclidien, (F, F) et (&, G) deux variétés 
affines de #. 


DÉFINITION II. — On dit que et & sont orthogonales (resp. supplémentaires 
orthogonales) (resp. perpendiculaires) si, et seulement si F et G sont orthogonaux 
(resp. supplémentaires orthogonaux) (resp. perpendiculaires). 
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L'orthogonalité de & et # se traduit donc par l’une ou l’autre des relations 
équivalentes F € Gt! ou Ge Ft. 
Leur perpendicularité se traduit par F1 € Gou Gt © F (2.1.3, 4°). 


PROPOSITION. — Si # et Z sont perpendiculaires, alors 7 n & #4 Z. 


L'hypothèse G! © F et l'égalité E = G @ Gt entraînent E € G + F,et 
donc E = G + F. On applique alors le théorème II du 5.2.2, 1°. 

En particulier si # et & sont supplémentaires orthogonales, elles ont un 
unique point commun © et tout point de l’une se projette orthogonalement sur 
l’autre en ©. 


e Soit (#, E) un espace affine euclidien. 


THÉORÈME. — Soient a = (4), une famille de points de #, à = (c;)., une 
famille presque nulle de réels de somme o, et k un réel. Notons l'ensemble 


{me&lT ad'(a, m) = E}. 


et 


— Sic # 0,.# est soit l'ensemble vide, soit l’ensemble réduit au barycentre g 
de (a, «), ou bien une sphère de centre g. 


—+ 
— Sio = Getsile vecteur v = Ÿ o;aa; (indépendant de a) est non nul, est 


ie! 


un hyperplan affine de &, de direction (Ro)! 


Désignons par g le barycentre de (a, œ«)sio # 0, un point quelconque de #si 
6 = 0. Pour tout me 6, le réel 


— — 
Z œd’(a, m) = Ÿ aillgm — gai? 
iel il 


s'écrit 


cllgmil? — 2{gm 


ZE oga) + © ojyalP. 


tel ie} 
— $Sio #0,me.s s'écrit : 
d{g, m) = AC — XL «d°(9, 2) 
ie! 
Selon que le second membre de l'égalité précédente appartient à R*, à {0}, 
ou à R*, «7 est l’ensemble vide, l’ensemble {g}, ou une sphère de centre g. 
— Si o = 0, nous savons qu'il existe ve E tel que : 
_ 
Vaeë Y oaa; = v; 
el 
mes s'écrit : 


iel 


mo) = 1/2. ( © xd, a) — x) 
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+ 
Si, en outre, v # O alors m + (gm|v) est une forme affine non constante. 


Hyperplan médiateur. — THÉORÈME ET DÉFINITION. - Soient a et b deux points 
distincts de #. Alors {me &|d(a, m) = d(b,m)} est un hyperplan affine de # de 


direction (Rab):, contenant le milieu de (a, b), et appelé hyperplan médiateur de 
(a, b). 
Cas particulier du théorème précédent, avec a = (a, b),.« = (— 1,1), k = 0 


Es 
etv = ab. 


CoroLLAIRE [. — Soient (a, ..…., a,) une base affine de #, et (m, m')e €? tel, 
que : 
Vie{0,....n} d(a;,, m) = d(a, m'). 


Alors m = m!. 


Si m était distinct de m', l’hyperplan médiateur de (m, m’) contiendrait 


ax -.., @, et donc Aff((a, ...,a,)) = &, œæ qui serait absurde. [ 
CoroLLAIRE Il. — Soit (a, . . ., a,) affinement libre (0 < p < n). Alors 
% = {me&ïd(as,m) = --: = d(a,, m)} 


est une variété affine de # de dimension #7 — p. En particulier il existe une sphère 
unique contenant les éléments d’une base de &. 


& est en effet l'intersection des hyperplans médiateurs des (a,, a), ie N,, qui 
forment un système libre, puisque leurs directions sont orthogonales aux droites 
es 


+ : . 
Raoa, et puisque (aoai}en, Est libre. 


Projecteurs orthogonaux, symétries orthogonales. — DÉFINITION. — Soit 
(F, F) une variété affine de &. Par projecteur orthogonal sur F, on entend le 
projecteur sur # parallèlement à F +. Par symétrie orthogonale par rapport à ,on 
entend la symétrie par rapport à 7, parallèlement à F‘. 


6.1.2. Isométries des espaces euclidiens 


Dans toute la suite du chapitre, & désigne un espace 
affine euclidien de dimension n > 0. 

Rappelons (cf. IT1.2) qu'on appelle isométrie de € toute 
application bijective de & sur & qui conserve la distance. 


1° THÉORÈME, — Soit f : # — & une application. Les assertions suivantes 
sont équivalentes : 


(i) f est une isométrie ; 
(ii) f conserve la distance (ie, Vp,g)e €?  d[f{p), f(a)] = d(p, q)); 
(üi) f est affine et sa partie linéaire # appartient au groupe orthogonal O(E). 
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— (i) = (ii) est trivial. 
— (ii) = (üi). Nous supposons que f conserve la distance. Fixons a e & et 
définissons u : £ — E par : u(x) = f(a + x) — f{a). Il est aisé de vérifier : 
u(0) = 0; VX per u(x) — 0) = x — pl. 
Par application de 1.3.4, 2° c), nous obtenons : u e O(E), et donc (iii). 
— (ii) = (il. Supposons fe A(#) et ue O(E). f est donc bijective (et 
fe GA(&); d'autre part 


Vp,deë  d[fb}f@l = lupall = dép, à. CO 


2° THÉORÈME L. — L'ensemble des isométries de & est un sous-groupe du. 
groupe GA(&); on le note F(#). 


Démonstration aisée, laissée au lecteur. 


THÉORÈME IT ET DÉFINITION. — Une isométrie dont la partie linéaire est une 
rotation est appelée déplacement. L'ensemble des déplacements de € est un sous- 
groupe distingué d'indice 2 e Z(#); on le note S*(#). Les éléments de 
IFT(6) = SENS *(E) sont appelés antidéplacements de &. 


Le lecteur vérifiera que Ÿ + det (L(f)) est un morphisme du groupe .#(&) 
sur le groupe multiplicatif { — 1, + 1}, de noyau l’ensemble des déplacements ; 
en se référant aux exemples qui suivent, il montrera que ce morphisme est 
surjectif. 


REMARQUES. — a) #7 (#) n’est pas un groupe (la composée de deux antidéplacements est un 
déplacement). 


b) Soient a e #'et.S (@) l'ensemble des isométries de # laissant a invariant. Alors # (8) = O(&,), 
où le vectorialisé &, est considéré comme euclidien. En particulier £,(&) est isomorphe à O(E). 


EXEMPLES. — a) Les translations sont des déplacements, 

b) Un projecteur affine autre que l’identité n’est pas une bijection et n’est 
donc pas une isométrie. 

c) Une symétrie affine est une isométrie si, et seulement si sa partie linéaire 
est une symétrie vectorielle orthogonale, c’est-à-dire si et seulement si elle est une 
symétrie affine orthogonale. D’aprèsles résultats du chapitre 4, il s’agit alors d’un 
déplacement si, et seulement si la codimension de l’ensemble des points 
invariants est paire. 


DÉFINITION. — Toute symétrie orthogonale par rapport à une variété affine de 
codimension 1 (resp. 2) est dite symétrie hyperplane (resp. retournement). 


Un retournement est un déplacement ; une symétrie hyperplane est un 
antidéplacement. L'existence de retournements suppose n > 2. 


Cas OÙ & EST UNE DROITE AFFINE (n = 1). Ici S *(&) est Té); F(6) est 
l’ensemble des symétries centrales (les hyperplans affines sont ici les singletons). 
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3° Détermination d'une isométrie. — THÉORÈME IL. — Soient (a,, ..., a,)une 
base affine de & et (b,, ..…., b,) un élément de &"* ! tels que : 


VG, De {0, ...,n}? d(a; a;) = d(b;, b)). Q) 
Alors il existe une unique isométrie f € #(&) vérifiant : 
Vie{0,...,n}  fla) =b, 2) 
En outre (b, ..…., b,) est une base affine de € (*). 


— L'existence et l’unicité de fe A(#) vérifiant (2) a été prouvée au 5.3.1, 3°. 
Reste à montrer que cette application f conserve la distance. 
— Vérifons : 


VEibe(o...n)  (aalaa) = bib) 


—+ 
En effet aa, a aa) et 26P, n b;b,) s’écrivent respectivement : 
— — 
Ilaiaell? + la, — aa? et IbLIe + bb bp; — llB;b, PP. 


— Soit (p, a) e &2. Écrivons 


= D au, etdon JG À ab. 


i=i = + 


On déduit de ce qui précède : 
2 D 
IC)GQNÉ = pal. 


— Enfin(b,, ..., b,)est une base affine au titre d'image d’une base affine par 
fe GA(E). 


— 
REMARQUE. — Si &'est orienté, f est un déplacement si, et seulement si les bases (aga}en Et 


— 2 
(obi)ien, de E appartiennent à la même orientation. 


CoROLLAIRE — Soient (a, ...,a,), avec 0 < p < n — 1, une famille 
affinement libre de points de #, et (b;, ...,b,)e &r*1 tels que : 
V&)E(0,...,p}?  d(a,a) = d(b,b;). G) 
Alors il existe un déplacement de &, unique si p = #7 — 1, et un antidéplace- 
ment de #, unique si p = n — 1, qui transforment a; en b; pour tout ie {0, ..., p}. 
En outre la famille (bç, ..., b,) est affinement libre. 


— Désignons par (4, À) et (2, B) les variétés affines de # engendrées par 
Go --., 4) et (bo, + .., b,); nous avons dim À = p et dim B < p. Choisissons 
une base orthonormale (x,,,,...,x,) de A!', une famille orthonormale 


(*) Historiquement, ce résultat était connu, pour n — 2, sous le nom de « troisième cas d'égalité 
des triangles ». 
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Op+s --. v) de Bt, ce qui est possible car dim Bt > n — p, et posons : 
= ao + X et b; = b, + y; Gefp+1,...n}. 
En utilisant (3) et le théorème de Pythagore, nous vérifons : 
V(G,) € {0, ...,n}? d(a;, a;) = d(b;, b;). (1) 


D’après le théorème, il existe donc une unique f € S(E) vérifiant f(a;) = b; 
pour tout ie{0,...,n}. En outre pour tout ke {0,...,n}, (b,, ...,b,) est 
affinement libre au titre d'image d’une famille affinement libre par fe GA(&); 
retenons que dim B = pet que # = Aff((b,. ...,b,_;)) est un hyperplan. 

Les isométries fet g = s ° f, où s est la symétrie hyperplane par rapport à #, 
transforment a; en b; pour tout ie {0, ..., p} ; l’une est un déplacement, l'autre 
un antidéplacement. 

— Supposons maintenant p = n — 1. Ici (x,) et (y,) sont des bases des 
droites vectorielles At et Bt. Toute isométrie de # qui transforme a; en b, pour 
toutie {0,...,n — 1} doit transformer a, = a, + x, soit en b, = b, + y, soit 
en b} = b, — y, et ne peut être que f ou g. 


THÉORÈME DE PROLONGEMENT DES ISOMÉTRIES. — Soient (a;)., et (b;),., des 


familles de points de & telles que : 


ier 


Vijel da a) = db, b) 
Alors il existe fe .#(#) vérifiant : 
VieI  f{a) = b: 


#4 = AfF((a).,) et # = AF((b;).) sont des variétés affines de & de 
dimensions p et 4 au plus égales à n. Du corollaire précédent, appliqué 
successivement à une base de «7 et à une base de %, on déduit g > pet p > q; 
d'où p = q. 

# admet une base de la forme (a;),., avec J © I (théorème de la base 
incomplète); (b,)., est affinement libre et, à cause de la dimension, c’est une base 
de Æ. Par ailleurs, il existe f e S(#) vérifiant : Vie J f(a) = b. Comme f est 
affine, f(@) € , et même (7) = &. 

Soit k e I\J. On constate que, pour tout i € J, d(b,, b,)et d(b;, f(a,))sont l’une 
et l’autre égales à d(a;, a). Du corollaire I du 6.1.1, 5°, appliqué à Z de base (b,)..,, 
on déduit : f(a) = b,. 


4° Forme réduite d'une isométrie. — THÉORÈME. — Soit f'une isométrie de #. 
Ilexiste un unique couple (t, k), formé par une translation t et une isométrie h dont 
l'ensemble # des points invariants est non vide, qui vérifie la condition : 


f=toh=hot. 


En outre la direction F’ de Ÿ” (qui est une variété affine) contient le vecteur de t. 


Étude préliminaire. — Posonsu = L(fjetv = u — Id, De u e O(E),et donc 
u* = u°!, nous déduisons o* = u7! — Id,. 
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Comme, pour tout xeE, (u(x) = x) (u”!(x) = x), nous avons 
Ker vu = Ker v* et donc Ker v = (Im). 
Ainsi : 7 
E = Kerv ® Imv. 


—— 

D'autre part, nous avons vu au 5.3.2 que g: m > mf(m) est une 
application affine de # dans EF, de partie linéaire v ; g(&)est donc une variété affine 
de E de direction Im v. En considérant Ker v comme une variété affine de E de 
direction Ker v, et en utilisant la somme directe précédente, nous constatons que 
g@) n Ker v est un singleton, que nous notons {xs}. 


Unicité. — Supposons qu'il existe une solution (1, h). De L(h) = L(f) = u, 
nous déduisons V = Ker v (5.3.2). Soit alors ae Ÿ. 

Nous avons f(a) = t(a) = h(t(a)), et donc t(a) e Ÿ”. Ainsi le vecteur de t, qui 

5 + 
est at(a) = af(a) appartient à la fois à Pet à g(&); il s’agit donc de x,. 

Une solution éventuelle ne peut ainsi être que le couple (t,, ) où 1, est la 
translation de vecteur x, et où h, = t5! cf. 

Existence. — Reste à montrer que (t,, ko) répond à la question, c’est-à-dire 
que h, coïncide avec h, = f ct; !, ou encore (comme L{h,) = L(h,) = u) qu'il 
existe un point de & qui a même image par h, et h,, et que, par ailleurs, k, admet 
un point invariant. 


De g(&) n Kerv = {x,} nous déduisons l'existence d'un point b e & tel que 
——— 
bf(b) = x. Nous avons : 


hoË) = SO) + SO =b, et hf) = JE) 
ce qui entraîne (compte tenu de fo e Ker v) : 


kB) = A) + u(f (bb) = SE) + FD = b. 


Par ailleurs b est invariant par H. 


REMARQUES. — a) Pour toute translation t de vecteur x, et toute isométrie h 
dont l’ensemble Ÿ des points invariants est non vide, on atoh= hot si, et 
seulement si x, appartient à la direction V de la variété affine Ÿ. 

Le lecteur pourra démontrer ce résultat et en déduire un second énoncé du 
théorème précédent. 

b) On sait (5.3.2) que si f n’a pas de point invariant, alors Ker v # {0}. 
Dans f =toh=hot,h a alors au moins une droite de points invariants. 


6.1.3. Étude de quelques factorisations 


Soit (#, E) un espace affine euclidien de dimension n > 0. Pour toute variété 
affine # de &, s; désigne la symétrie orthogonale par rapport à #. 
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1° Factorisation d'une translation. — THÉORÈME. — Soient (#,, H) et 
(#2, H) deux variétés affines parallèles de €. Il existe un unique vecteur v € H! tel 
que #, = #, +u();s,,0°s,, est la translation de vecteur 2o. 


Nous avons L(s, ) — L(s,)et donc L(s, os,) = Id,,c qui montre que 


sx, °5%,est une translation. Le vecteur de cettetranslationest 2 m,m,,où m, est 
un point quelconque de #, et m, la projection orthogonale de m, sur #, (ainsi 
——+ 


que l’on s'en assure en cherchant l’image de m;); nous avons mm, € H!. 

Inversement, toute égalité #, = #, + v,avec ve H!, implique que, pour tout 

m, € #1, m + v soit la projection orthogonale m, de m, sur #°, et, donc, que 
> 


v= Mim. GC 


RÉCIPROQUE, — Toute translation t de #, de vecteur w, s'écrit t = 5 2, Se 
où #, est l'une quelconques des variétés affines de & dont la direction est 


1 
orthogonale à Rw, et où #, est la variété affine #, + 5% 


Le couple (#,, #,)ayant été choisi commeil vient d’être dit, on se retrouve 
en effet dans la situation du théorème direct. CO 


PRATIQUE. — Il peut être commode de factoriser une translation en produit 


— de deux symêtries orthogonales par rapport à des hyperplans parallèles ; 
— de deux retournements autour de variétés parallèles (droites si n = 3), 


On peut avoir à procéder à l'opération inverse. 


2° Factorisation d'une symétrie orthogonale. — a) Compte tenu de ce que 
deux variétés affines perpendiculaires de & ont au moins un point commun, on 
déduit du 2.2.3, 2°, par recours à un vectorialisé : 


THÉORÈME. — Le produit des symétries orthogonales par rapport à des 
variétés affines perpendiculaires #, et #, (resp. à des variétés affines orthogona- 
les ©, et ®, ayant un point commun à) est commutatif; c’est la symétrie 
orthogonale par rapport à #, n .#, (resp. à la variété affine qui contient a et est 
supplémentaire orthogonale de Aff (2, LU Z,)). 


RÉCIPROQUE. — La symétrie orthogonale par rapport à une variété affine 7 
de & peut être considérée comme le produit commutatif des symétries orthogonales 
par rapport à deux variétés affines perpendiculaires de € contenant 7 (resp. à deux 
variétés affines de # orthogonales entre elles, orthogonales à #, et ayant un point 
commun avec 7) ; l’une d'elles peut être arbitrairement choisie, l’autre étant alors 
uniquement déterminée. 


PRATIQUE. — Il est souvent commode de factoriser un retournement en 
produit commutatif de deux symétries hyperplanes par rapport à des hyperplans 
perpendiculaires, où de procéder à l'opération inverse. 


(} Rappelons que cette notation signifie que #’, est l'image de #, par la translation de 
vecteur 2. 
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PROPOSITION I. — Pour toutes variétés affines (7, F) et (4, G) telles que 
cg: 
SE Se Se Sp = Sx 


où # est la variété affine qui contient 7 et a pour direction F @ G!. 
b) Retrouvons le résultat suivant, valable pour n > 2. 


PropPosIrion IL — Toute translation t peut être factorisée en le produit de 
deux retournements. 


Écrivonst = 5,,°5,,où #, et #, sont des hyperplans affines parallèles 
(cf. 1°). Comme # > 2, il existe un hyperplan affine # perpendiculaire à #,, et 
donc à #,. Nous avonst =r,°r,,our,etr,sontles retournementss, +54 et 


Sy, ° Sy 


3° Complément sur le produit commutatif de deux symétries orthogonales. — 

e Commençons par remarquer que si # est une variété affine et s une symétrie orthogonale telle 
ques(F}e #,s induit sur # une application F — Æ qui conserve les distances. Il s’agit donc 
d’une isométrie (du sous-espace affine associé) et il en résulte s(#) = #. La notion de variété affine 
stable et celle de variété affine invariante coïncident donc. 

Remarquons également que l’isométrie induite par s sur est involutive. Il s’agit donc d’une 
symétrie orthogonale, que l'on achève d'identifier par l'ensemble de ses points invariants. 

e Soient (#, Fjet ($, G) deux variétés affines de #. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier, à 
titre d'exercice, les résultats suivants : 


THÉORÈME L_ — Pour que s,.(#) © & il faut et il suffit que soient vérifiées les deux assertions : 
DF nn #2: G=(GNF)@(GAnF1. 
la seconde étant équivalente à : G£(GnF+(GnFt. 
[En ce qui concerne la vérification de l'équivalence on utilisera : 
(GnFn(GnFi=Gan(FnFlj={0}; (GNnF)+(GnFicG] 


Plus généralement, le lecteur pourra étudier, en dimension finie, les sous-espaces invariants par 
un endomorphisme diagonalisable. 

Cas PARTICULIERS. — Avec les notations du théorème, chacune des conditions suivantes est 
suffisante pour que s 5(8) € € : 

Fc cSuscF; 
ii) FnS£ Ge F et & sont orthogonales; 
Æ et & sont perpendiculaires. 


Inversement, si n < 3, pour que s,(#) € Z il est nécessaire que l'une des conditions 1), 1), ou ii} 
soit remplie. 1 n’en est pas de même sin > 4. 


LPourn < 3, on utilisera des considérations de dimension ; pour n > 4, on pourra considérer E, 
euclidien muni d'une base orthonormale (e,,...,e,), et étudier F = Vect((e,,e,}) et 
G = Vect((e,, e))]. 

REMARQUES. — a) Si, dans l'énoncé qui précède, # et & sont des hyperplans, (i) s'écrit # = #; 

b}) Si & est invariante par symétrie orthogonale par rapport à #, elle l’est aussi par toute 
symétrie par rapport à a + F et a + Ft, où a est ur point arbitraire de &. 


THÉORÈME II. — Les assertions suivantes sont équivalentes : 
D sg ose = Se csg: hi) 547(8) € Li ii) (7) € F. 
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THÉORÈME II. — Le produit 54 - s£ est une symétrie orthogonale si, et seulement si 5; et 
s Commutent. Il s’agit alors de la symétrie par rapport à la variété affine contenant # n & (qui n'est 
pas vide) et de direction (F n G) @ (FL n Gt). 


On retiendra, en particulier que si #, et #°, sont des hyperplans distincts, s, ets, commutent 
siet seulement si #, et.#°; sont perpendiculaires (auquel cas Sx, "Sa, est le retournement autour de 
#1 NH, comme il a été vu ci-dessus}. 


6.1.4. Générateurs de S(#,)et de SZ *(é,) 


Soit (&,E) un espace affine euclidien de dimension n > 0. Nous allons 
montrer que #(&) est engendré par l'ensemble des symétries hyperplanes de & et 
que, pour n > 3, #*(&) est engendré par l’ensemble des retournements. Ce 
résultat pourra être admis en première lecture. 


1° PROPOSITION. — Soient f une isométrie de #, u sa partie linéaire, Ÿ” l’ensemble des points 
invariants def,ets = codim,(Ker(u — Id,}}. Si #” est non vide (c’est alors une variété de codimension s) 
{ se décompose en un produit de s symétries hyperplanes, par rapport à des hyperplans affines 
d'’intersection Ÿ”, formant un système libre (!}; si #” est vide, f se décompose en un produit de s + 2 
symétries hyperplanes, et s + 2 & n +1. 


If Cas : Ÿ # @. — Soit a e Ÿ. Il suffit d'appliquer la proposition I du 2.3.5, 3° au vectorialisé 
€ dont j est une isométrie linéaire. 


2 Cas: # = @. — Notons que cette hypothèse implique s < n — 1. En utilisant 6.1.2, 4°, 
écrivons f = t rh, où h est une isométrie (de partie linéaire u) admettant des points invariants, et où 1 
est une translation autre que l'identité; r est produit de deux symétries hyperplanes (6.1.3, 1°); h est 
produit de s symétries hyperplanes (cf. premier cas). Ü 


REMARQUE. — On peut exhiber des isométries de &, qui ne se décomposent pas en moins de 
n + 1 symétries hyperplanes. 
2° On rappelle qu’une translation se décompose en produit de deux retournements. 


THÉORÈME. — On suppose n > 3. Soient f un déplacement de # autre qu'une translation, et # la 
partie linéaire de f: on pose : codim£ (Ker(u — IdE}}. 
Alors j se décompose en produit de p retournements, avec p & min (s, n — 1). 


17 Cas : f admet un point invariant a. — I] suffit d'appliquer la proposition IT du 2,3.5, 2° au 
vectorialisé #,, dont f est une rotation. 

Si Ker (u — Id;) # {0}, alors s < #n — 1, et on peut adopter p = s. 

Si Ker (u — Idg) = {0}, alors s = n, et on peut adopter p = n — 1. 


2 Cas : f n'admet pas de point innariant. — Cette hypothèse exige s < n: comme s est non nul 
(d'après fé T(&)) et pair (d’après u e O*(E)), nous avons en outre :s > 2. 

En utilisant 6.1.2. 4°, écrivons f = t o h, où h est un déplacement (de partie linéaire w) dont 
l'ensemble Ÿ” des points invariants n'est pas vide, et où t est une translation dont le vecteur (non nul) 
engendre une droite vectorielle D contenue dans la direction V de #7. 

D'après le 1°, nous avonsh = h, °c... ° h,, où les h, sont les symétries hyperplanes par rapport 
à des hyperplans affines (#,, H,) formant un système libre, avec V = ( H,,ce quientraîne D <H, 


#1 
pour tout ke N.. 


1} En convenant que le produit de zéro symétrie est l'identité. 
q 
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D'autre part, rest le produit h + h', de deux symétries hyperplanes par rapport à des hyperplans 
#, et #7, de direction commune DE. 

Pour iousje N,etk e N,.#;et.#,sont perpendiculaires (d’après D € H,); k;et h,commutent 
et h; ch, est un retournement. D'où : 


f=Wehokohohe.ch=nenef 


oùr., etr, sont des retournements et oùf" = h, +... ° h, est un déplacement dont la partie linéaire, 
u', est le produit des symétries hyperplanes par rapport aux hyperplans d’un système libre 
(Hs... H). 

HN... NH, de codimension s — 2, est inclus dans Ker (u' — Idg}; d’où : 


s’ = codim, (Ker (u' — Id£}) < s — 2 


(en fait, on a, exactement, s’ = s — 2, cf. exercice 2.27). 

Comme f’ admet pour point invariant tout élément de #, n ... m #, (qui est une variété 
affine de # de dimension n + 2 — s, d'après 5.4.4, 2°) et comme 1 est valeur propre de u' (d'après 
s' < n} l'étude du premier cas nous apprend que f' est produit de 5’ retournements, et donc que f'est 
produit de p = s + 2 retournements;onaici:p<s<n—1l. D 


CONCLUSION. — Pour n > 3, tout déplacement de &, peut être considéré comme produit de p 
retournements avec p < # — 1. 


C'est ainsi qu'un déplacement de #, est un retournement où un produit de deux retournements. 


6.1.5. Similitudes affines 


Soit (, E) un espace affine euclidien de dimension n > 0. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient pe R* et f: & — & une application. Les assertions 
suivantes sont équivalentes : 

ÿ V(,a)e 8? d[f(p) 4] = nd(p, a). 

ii) f est affine et sa partie linéaire est une similitude (vectorielle) de rapport u. 


Si ces assertions sont vérifiées, f est appelée similitude affine, et le réel 1, qui est alors uniquement 
déterminé, est appelé rapport de ia similitude. 


— L'unicité de y tient à l'hypothèse n > 0. 
— Notons que toute homothétie affine de rapport j vérifie (i}. 

Supposons (1) vérifiée et soit g une homothétie affine de rapport l/u et de centre 
arbitrairement choisi. Il est aisé de vérifier que h = g » f conserve la distance; c'est donc isométrie, et 
en particulier elle est affine. D'où, f = g”7'chest affine. 

Enfin L(g”!} = y Id, et donc L(f) = un L(h} avec L(h) e O(E), soit L(f) € GO(E). 
— L'implication (ii) = (i) est laissée au lecteur. (| 


2° THÉORÈME I. — L'ensemble des similitudes affines de # est un sous-groupe du groupe affine 
GA(#). L'application qui à toute similitude associe son rapport est un morphisme de ce groupe dans 
(R*,.), dont le noyau est #(#). 


Vérification immédiate. (m 


THÉORÈME II. — Toute similitude / de rapport u # 1 admet un unique point invariant © (appelé 
centre). Elle s'écrit de manière unique f = h « g, où h est l’homothétie de centre © et de rapport j, et g 
une isométrie de &. De plus g(0) = Oeth<g=gch. 


— La partie linéaire u = L(f) étant une similitude vectorielle, elle s'écrit u = pv avec ve O(E). 
Comme H # 1, ne peut admettre 1 comme valeur propre; l’existence et l’unicité de O en résulte. 

— Sigexiste elle s'écrit g = h°! cf, d'où l’unicité ; inversement h°! - fest une similitude de 
rapport (l/uju = 1, donc une isométrie. 
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© est invariant par 7! et f, donc par g. Enfin g + h et h » g ont même partie linéaire pL(g) et 
donnent la même image de ©. 

L'étude des similitudes affines qui ne sont pas des isométries se ramène ainsi à Celle des 
similitudes vectorielles d’un vectorialisé 

Le vecteur vérifiera en particulier que, lorsque n est impair, on peut remplacer k par une 
homothétie de rapport dans R*, et imposer alors ge #*(#) 


REMARQUES. — a) Inversement soient # l'homothétie affine de centre © est de rapport 
ueR*\{1}etge.S(é) vérifiant g + h = h +g. Alors f = ge hest la décomposition canonique dela 
similitude f. 

En effet g (O0) = h[g(0)]etdoncg(0) = O (unique point invariant de h}. O est donc le centre de f 


*b) Lelecteur ayant étudié le tome II vérifiera que l’existence et l’unicité du point O résultent de 
l'application du théorème du point fixe soit à f soit f *! (suivant que p < 1 ou p > 1)*. 


6.1.6. Isométries d’un plan affine euclidien 


Dans tout le paragraphe, # désigne un espace affine euclidien de dimen- 
sion 2; toutes les fois que cela sera nécessaire, nous considérerons que é est 
orienté. 

Par symétrie axiale nous entendrons ici symétrie affine orthogonale par 
rapport à une droite de &. 


1° Rotations. — DÉFINITION. — Soit O un point de #. On appelle rotation de 
centre O toute rotation vectorielle du vectorialisé #,. 


Si f est une telle rotation, il existe r e O * (E) telle que : 
——— — 
Vme&  Of(m) = r(Om) 


fest donc un déplacement de partie linéaire r. Si on suppose f # Id, (c'est-à- 
dire r # Id,), O apparaît comme l’unique point invariant de f. Le centre d’une 
rotation autre que l'identité est donc unique. 

D’après les définitions vues au chapitre 4, la donnée der € O* (E) équivaut à 
celle d'un angle orienté de demi-droites de E, que l’on appelle angle de la rotation 
J; lorsque le plan & est orienté, la donnée de cet angle peut être remplacée par 
celle de sa mesure, que l’on appelle aussi mesure de la rotation f 


CowsÉQUENCE. — O € & et 8 € R/2nZ étant donnés, la rotation de centre O et 
de mesure 8 du plan orienté & est l'application f : & — € définie par : 
+ —+ + —— 
Vmeë  |Of(m)ll = Om) À Wmeë\(0} (Om, Of(m))) = 6) 
Le lecteur vérifiera que la symétrie par rapport à O est la rotation de centre O 
et d’angle plat (ou de mesure 7, quelle que soit l’orientation de &). 


2° THÉORÈME. — L'ensemble .f*(#) des déplacements du plan affine 
euclidien € est constitué des rotations et des translations; l'ensemble .f ”(#) des 
antidéplacements est constitué des produits commutatifs s + t = 1 5, où s est une 
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symétrie orthogonale par rapport à une droite affine 2 et : une translation dont le 
vecteur appartient à la direction de Z. 


a) — Les rotations et les translations sont des déplacements. 

— Réciproquement soit f un déplacement. f se décompose en produit de p 

symétries par rapport à des droites (hyperplans de #) avec p < 3, et p pair car 
fef*{(@) Donc pe {0, 2}. 

Si p = 0, f = Id, peut être considéré comme une translation (de vecteur 
nul) ou une rotation (de centre arbitraire et d'angle nul). 

Si p = 2, écrivons f = s, °s,, où s; est la symétrie par rapport à 2. 
Lorsque 2, et 2, ont même direction, f est une translation. Dans le cas 
contraire nous savons que Z, n ®, = {O}. Le point O est un point invariant de 
f, qui est ainsi une rotation vectorielle du vectorialisé &,, et donc une rotation 
de centre ©. 

b) — Ilest évident quele produit d’une symétrie orthogonale par rapport à 
une droite affine et d’une translation dont le vecteur appartient à la direction de 
cette droite est commutatif, et qu’il s’agit d’un antidéplacement. 

— Réciproquement soit f un antidéplacement. D’après 6.1.2, 4° on peut 
écrire, de façon unique, f = tos=5s0t, où t est une translation et s une 
isométrie, nécessairement négative, admettant pour ensemble de points inva- 
riants une variété affine Z de & dont la direction contient le vecteur de r. On 
constate que Z est nécessairement une droite; s est la symétrie orthogonale par 
rapport à 2. 


3° Décomposition d'une rotation en produit de deux symétries axiales. — 
Nous utilisons l’isomorphisme g de l’ensemble © des angles orientés de droites 
dans l'ensemble &# des angles orientés de demi-droites (cf. 2.3.4, 2°, remarque). La 
symétrie orthogonale par rapport à une variété affine # de & se note encore s$. 


THÉORÈME. — Soient (2, D) et (2', D’) des droites affines ayant un point 
commun ©. Alors le produit 5. c s,, est la rotation de centre O, d'angle g(D, D. Il 
n'est commutatif que dans les deux cas suivants : 

— 3 = 9, etil s'agit de Id,; 

— ® et 2 sont perpendiculaires, et il s’agit de la symétrie par rapport à ©. 

Inversement toute rotation de centre O se décompose d’une infinité de 
manières en produit de deux symétries orthogonales par rapport à des droites 
passant par O, l’une d’elle pouvant être choisie arbitrairement, l’autre étant alors 
uniquement déterminée, 


On se ramène aux résultats vectoriels en raisonnant dans #,. 


4° Composition de deux rotations. 

Nous nous donnons deux rotations r; de centre O, et d'angle a;e & (ie N;}, et nous nous 
proposons d'étudier le déplacement f = r, cr. 

Nous constatons tout d’abord que L(f) est la rotation d’angle 4, + a, et donc que f est une 
translation si, et seulement si a, + a, est l'angle nul (ilen est ainsi par exemple si, a, et a, sont l'angle 
plat, C'est-à-dire si r, et r, sont des symétries centrales). 
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- SO; = Or; or, —r, «r, est la rotation de centre O = 0, = O, ct d’angle a; + a,(en 
raisonnant dans #0). 

— Supposons maintenant O, # O,; soit (Z, D) la droite qui contient O, et O,. D'après le 3°, il 
existe deux droites (2,. D,) et (,, D,) telles que r, = 54 © So, Et la = Sy, © Sgs C Qui entraine 
J = 54, °s4, Ces droites sont déterminées par 


a ne 
0,69; 0,e®,; D,D=g (a) D,D; = g"'{a;) 


Fic. 5. 


— 2, et 2, sont parallèles si, et seulement si a, + a, est l'élément nul de €; f est alors une 
translation; 
— Dans le cas contraire, 2, n %, = {0}; f est la rotation de centre O, d'angle a, + a. 


5° Composition d'une symétrie axiale et d'une rotation. — Soit f = s : r, où r est la rotation 
de centre O et d'angle a, et où s est la symétrie orthogonale par rapport à la droite Z. Pour trouver la 
forme réduite de l’antidéplacement f (cf. 2°), écrivons r = 54, + s,, où 9, et 2, sont des droites 
choisies de façon que Z, soit parallèle à @. Il vient f 1-54, où test la translation s es. 

Onachèveenécrivantt = 1, -t,oùt, ett, sont des translations dont les vecteurs appartiennent 
respectivement à la direction de @, et à la direction orthogonale, et en remarquant que 1, «s,, est la 
symétrie orthogonale par rapport à une parallèle à %,. 


6.1.7. Isométries d’un espace affine euclidien 
de dimension 3 


Dans tout le paragraphe, & désigne un espace affine euclidien de dimen- 
sion 3, éventuellement orienté. 
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1° Rotations et vissages. — THÉORÈME ET DÉFINITION L — On appelle 
rotation tout déplacement de € qui admet un point invariant. L'ensemble des points 
invariants d’une rotation autre que l’identité est une droite affine, appelée axe de la 
rotation. 


Si fe.f*(#) admet a pour point invariant, alors f est une rotation 
(vectorielle) du vectorisalisé #,; on applique 2.3.5, 2°. O 


Une rotation non identique f est ainsi déterminée par la donnée de son axe 
(2, D) et de la rotation vectorielle p que L(f) induit dans le plan euclidien D*; 
l’angle de p est aussi appelé angle de f. 

Si & est orienté, on peut orienter D! parle choix d’un vecteur unitaire © de D 
et écrire L(f)sous la forme [w, 8], où 8 est la mesure de la rotation p, et donc celle 


de l'angle de f. 


ConvenTION. — Id, est considérée comme une rotation d’axe arbitraire et 
d'angle nul. 


DÉFINITION IL. — On appelle vissage tout produit d’une rotation (éventuelle- 
ment identique) et d’une translation dont le vecteur appartient à la direction de l'axe 
de la rotation. 


On sait (remarque a) du 6.1.2, 4°) qu’un tel produit est commutatif. 


REMARQUES. — a) L’unicité de la forme réduite (6.1.2, 4°) permet de parler 
de lP’axe, de l’angle et du vecteur d’un vissage (sur la figure, 2 est l’axe, 6 la mesure 


_. 
de l'angle, aa’ un représentant du vecteur). 


Fic. 6. 


b) Une translation est un vissage d’angle nul; une rotation est un vissage de 
vecteur nul. 


THÉORÈME. — L'ensemble des vissages coïncide avec l'ensemble .f * (&) des 
déplacements. 


— Produit de deux déplacements, un vissage est un déplacement. 
— Inversement soit fe#*(#). Écrivons-le sous sa forme réduite 
f=toh=hot;hadmettant un point invariant, c’est une rotation; si h = Id,, 
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f est un vissage. Sinon le vecteur de r appartient par hypothèse à la direction de 
Paxe de h: f est encore un vissage. 


2° Factorisation d'un vissage. — La factorisation d’une translation a été étudiée au 6.1.3, 1°. 
Dans le cas d’une rotation, nous avons : 


PROPOSITION L. — Si, et ?, sont des plans qui se coupent suivent une droite 2, alors s, os, 
est une rotation d’axe 2. 

Inversement toute rotation d’axe se décompose en produit de symétries orthogonales par rapport 
à des plans passant par : l'un de ces plans peut être choisi arbitrairement. 


Il suffit d'introduire un plan affine perpendiculaire à Z et d'utiliser le théorème du 6.1.6, 3°. 
e Pour traiter le cas du vissage le plus général nous aurons besoin de : D 

LEMME. — Soient (2,, D,) et (2,, D,) deux droites affines. Il existe une droite affine (2, D) 
orthogonale à la fois à 2, et ®, et qui les rencontre toutes deux. Si , et 2, ne sont pas parallèles, elle 
est unique (et improprement appelée « perpendiculaire commune à 3, et 3, ») 


— Si 2, et ?, sont parallèles, elles appartiennent à un même plan et toute droite de ce plan 
orthogonale à %, répond à la question. 

— Supposons maintenant D, # D, et soit P le plan vectoriel Vect (D, L D.) = D, + D,.Si® 
existe, nécessairement D = Pt. Notons #, le plan affine contenant 2; et de direction D; + D. On 
constate que ?, n #, est une droite affine qui est l'unique solution au problème. 

Après avoir rappelé que le produit de deux retournements d’axes parallèles est une translation, 
démontrons : 


PROPOSITION IL — Soient (Z,,D,), (2,,D;) des droites non parallèles et (2, D) leur 
perpendiculaire commune. Si r, et r, désignent les retournements d’axes ©, et ®., alors r, + r, est un 
vissage d’axe 2. 


Pour ie N;, désignons par #’; le plan de direction D* qui contient 3, et par #, le plan qui 
contient Z et 2, En utilisant le fait que #”, et #, sont perpendiculaires, nous avons : 


ra0n = (6x, 59) (6x, 259) 
; et #; étant perpendiculaires, s, et s,., commutent, si bien que : 


Fa 071 = (sx, ° 5) ° (So, ° 5) 


où sy, ° Sy, est une rotation d'axe Dets,. +5, une translation de vecteur appartenant à D. 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier : 


RÉCIPROQUE. — Tout vissage d'axe ® se décompose en produit de deux retournements-dont les 
axes 2, et 2, coupent orthogonalement ; l’un de ces axes peut être arbitrairement choisi. 


3° Antidéplacements. — Pour les antidéplacements à point invariant, on se 
ramène à l’étude vectorielle. Pour les autres, on utilise la forme réduite en 
remarquant que, si f = toh= hct,la variété des points invariants de h ne peut 
être de dimension 0. On en déduit facilement que les antidéplacements sont de 
trois types : 

&) symétrie plane (un plan de points invariants); 


B) produit commutatif d'une symétrie par rapport à un plan ? et d'une rotation 
non identique d'axe orthogonal à (point invariant unique); 

) produit commutatif d'une symétrie par rapport à un plan @ et d’une 
translation non identique dont le vecteur appartient à la direction de # (pas de 
point invariant). 


RAMIS. — Math, Spéc. 2. Algèbre 7 
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6.2. PROBLÈMES DE DISTANCES ET D'ANGLES 


(&, E) désigne un espace affine euclidien de dimension 
n>0. Le produit scalaire des vecteurs v et w sera 
traditionnellement noté v.w. 


6.2.1. Distance de deux variétés affines 
On rappelle que, par définition : 


4F,9= inf  d(p.q) 
BYEeF xs 
1° Distance d'un point à une variété affine. — THÉORÈME. — Soient a un 
point de & et (7, F} une variété affine de #. Alors : 
— Il existe un unique point a, € Æ tel que d(a, a;) = d(a, #); c’est la 


projection orthogonale de a sur 7; 
— Pour tout point be et toute base (e,, ...,e,) (non nécessairement 


orthonormale) de F : 


Gram (ab 

ram (ab, e;,,...,e, 

(a) = et qi 
Gram(e,,...,e,) 

Résulte de l'étude vectorielle du 2.1.2 (propositions I et IT). Q 

CoroLLaiRe L — Si am appartient à F, alors d(m, F) = d(a, F). 

es Ru . . M pv 

ab — mb étant une combinaison linéaire de e,, ..., e,, on a en effet : 

—> —+ 
VbeF Gram (ab, e,, ...,e,) = Gram (mb,e;,,...,@) 


CoroOLLAIRE IL. — Soient F et # deux variétés affines de & telles que Z soit 
parallèle à 7. Alors la distance à 7 d’un point de Z est indépendante du choix de ce 
point. 


Simple conséquence du corollaire I. 
— Reprenons maintenant les notations du théorème. 


Cas PARTICULIERS. — a) Si n = 2 et k = 1 (droite d’un plan), (1) s'écrit : 


de a - bal 
lle 
b} Sin=3etk=1{i,ona: 
lab À e,| 


d(a, g) = NE 
Re el 
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c) Sin > 3etk = n — 1( estunhyperplan), on a (& étant arbitrairement 
orienté) : 


Cab 1 
ab,e;,...,e,_ 
aa a = Lee 
les À... A el 
Cas OÙ LA BASE (6,, ...,€,) EST ORTHONORMALE. — Alors (1) s'écrit 
En 
d?(a, F) = Gram (ab, e,, ...,e) 


En particulier, si k = n — 2etsi(e,, ..., e,_,)est orthonormale on a (& étant 
arbitrairement orienté) : 


_ 
d(a, F) = lab ne, A... A el 


2° Distance de deux variétés affines. — THÉORÈME IL. — Soient (7, F) et 
(Z, G) deux variétés affines de #. Alors il existe un couple (a, be 7 x & tel que 
dif, &) = d(a, b); ce couple est unique si, et seulement si F # G = {0}; dans ce 
cas, si a 5 bon dit que la droite Aff (a, b}est la perpendiculaire commune à F et &. 


DeFcF+GetG © F + G on déduit l'existence de deux variétés affines 
parallèles de #, #, et &;, de direction commune F + G, corttenant respective- 
ment # et &. Il en résulte que # et sa projection orthogonale 7" sur Z, sont des 
variétés affñines parallèles de &. 

&' et & sont deux variétés affines de #, dont la somme des directions est 
égale à la direction de %,, ce qui entraîne #° n & & @. Soit b un point 
quelconque de ° N &; d’après be , il existe un unique point ae Æ qui se 
projette orthogonalement sur &; en b, et : 

d(a, #;) = d(a, b}. 


D'autre part, en utilisant successivement la définition de d(p, #), l'inclusion 
& © &,; et le corollaire I du 1°, nous avons : 


VE DeZ x & d(p,g) > d(p, &) 


VeF d(, &) > d(p, #;) 
Ver d(p,#,) = d(a, #,). 
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Finalement : 
VE Der x 4 d(p, à > d(ab) 
et donc : 
d(F, #) = d(a, b). 


La fin du théorème résulte de ce que b est unique si, et seulement si 
F nG = {0} et de ce que, d'autre part, si pe # se projette orthogonalement sur 
G, en p'e F\$, alors (Pythagore) : 


VgeS  d(p, a) > d(p,p). 
Or d(p, p) = d(a, b) = d(F, $). 0 


THÉORÈME IL — Soient (7, F} et (Z, G) des variétés affines de #, (e,, ...,e,) 
une base quelconque de F + G, p et q des points quelconques de F et &. Alors : 


A, 9 = Gram (Pa és) o 
' Gram(e;,...,&) 


d(F, $) est en effet la distance de pe 7 à la variété affine &,, de direction 
F + G (notation du théorème I); g est un point de &,. On utilise la formule (1) 
du 1°. 


CaASPARTICULIER. — Distance de deux droites non parallèles F et &.Sie, ete, 
sont des vecteurs non nuls de # et & respectivement, (e,, e,) est une base de 
F+Get, pourtout(pg}e F x g: 


+ 
L(F, 8) = Gram (pq, €, €2) 
: Gram (e,, €) 


6.2.2. Calcul pratique de la distance d’un point 
à un hyperplan 


@ = (0,e,,...,e,) est ici un repère, initialement quelconque de é. 


1° Interprétation métrique des équations d'un hyperplan. — a) Étant donné 
le point m, de & et le vecteur non nul v de E, soit # l’hyperplan affine de & qui 
contient m, et a pour direction H = (Rv}:. 


4 : Ses” 
Une équation de # est : v.mçm = 0. En posant : 


m=0+  Ed%e, et m=0+)Ee 
j=i j=i 


cette équation s'écrit : 


Z (eh, — 8) = 0. (eo) 
j=1 
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Nous sommes conduits à introduire les coordonnées covariantes u; = v.e, 
jeN, du vecteur v (cf. 2.1.3, 4°), qui coincident avec les coordonnées contrava- 
riantes (ou composantes) lorsque le repère est orthonormal. L'équation (1) 
s'écrit ainsi : 

n 


Du; — EE = 0. Q) 


J=1 
b) Inversement, soient f une forme affine sur &, non constante, et (#, H) 
lhyperplan affine f7!(0). Explicitons : 
m=O+)ée, et film = Lub,+k 
j=1 


J=1 


Le vecteur v de coordonnées covariantes u; = v.e; je N,, est non nul (sans 
quoi la forme f serait constante); l'équation f(m}) = 0 de # s'écrit : 


_ 
v.Om + k = 0. 

On en déduit que (v} est une base de la droite vectorielle H+ et que la 

projection orthogonale k de O sur # est déterminée par où = Avaveche.#,et 


d Où 
onc par Oh = — ——v. 
UT 


c) Équations normales. — Avec les mêmes notations, si v est unitaire, on dit 


quef(m) = Oest une équation normale de #. Ici où = — kv; on pose en général 
— 
k= — p,et on a Oh = pv. 


REMARQUES. — a) Si, en outre, le repère # est normé {lei = 1 pourtoutje N,),alorsu; = ve, 
est le cosinus de l'écart angulaire des vecteurs unitaires e; et v. 


b) Dans tout repère, un hyperplan donné admet deux équations normales. 


2° Application : distance d'un point à un hyperplan. — Reprenons le cas 
général (notations du 1°, b}}. Pour tout point m de &, nous avons, en désignant 
par m’ la projection orthogonale de m sur # : 


_ _ 
fn) = v.Om + k et =0.Om +k 
D'où, par différence : 
— 
v.mm = f(m) 
ARTS n n 
et, mm étant colinéaire à v : 
RES -2 
mm = ul" (ro. 
La distance de m à # est donc : 
dim, #) = ul"! 1 f(m)l 
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REMARQUE, — Les demi-espaces de & définis par .#, et déterminés par sgn (f{(m)), peuvent être 
caractérisés par le sens de m'm sur la droite H orientée grâce au vecteur unitaire |||| 7 ! , c'est-à-dire 
par le signe de m'm = |lv”!||f{(m), que nous appellerons distance algébrique de # à m. 


Retenons : 
n 


THÉORÈME. — La distance du point m = © + Y Eje; à l'hyperplan affine # 


j=1 
ñ 

d’équation Ÿ u£, + k = Oest 

J=i 

n 
dem, #) = lo | X 26, + A 
j=i 
où v désigne le vecteur de coordonnées covariantes #,, ...,u,. 
Si le repère est orthonormal, #,, . .., u, sont les composantes de v dans la base 

orthonormale (e,, ...,e,) de E, et on a : 


n 12 
Ilell = (5 à) - 
j=1 


Dans toute la suite, nous ne considérons que des repères orthonormaux. 


3° Distance d'un point à une variété définie comme intersection «hyperplans. 
— ProposiTion. — Soit (#,F) la variété affine intersection de la famille 
(& Gien, d'hyperplans deux à deux perpendiculaires. Alors, pour tout me é : 


P 
d'(m, #) = À d'(m, &) G@) 
i=1 
Soit e; un vecteur unitaire de la droite G;; (e,, ...,e,) est une famille 
orthonormale de vecteurs de F1, et donc une base puisque, a priori, dim F1 < p. 
Notons au passage : dim # = n — p. Pour tout me &, nous désignons par m’ et 
—+ 
m,les projections orthogonales de msur # et sur &. Le vecteur m'm appartient à 


— 
F1 et ses coordonnées dans la base (e,, ..., e,) sont les réels e;.m'm. D'où : 


ni ES 
dm, #) = [mm = À (mm). 
i=i 


=, Lt 


ES _— 
En écrivant m'm = m'm, + mim, et en utilisant e,.m'm; = 0, on obtient : 


BE — 
dm, #) = X Imml. 


isi 


Cas général. — Soit (7, F) la variété affine de dimension #—p qui est définie 
comme l'intersection de la famille libre d’hyperplans (#,, H,)., . On suppose que 
#,est donné par une équation f;(m) = 0 dans le repère orthonormal # de &. On 
sait ainsi trouver un vecteur non nul € H},et(v,, ..., v) est une base de F1. 


6.2.4 PROBLÈMES DE DISTANCES ET D'ANGLES 189 


Par le procédé de Schmidt on en déduit une base orthogonale (e,, ...,e,) de F1 
(il n’est pas nécessaire d'avoir une base orthonormale), avec : 


VieN, = À Ar 


P 
Pour i donné, posons g; = Y° À;;f; Comme les À; ne sont pas tous nuls (sans 


Se | 
quoi e; serait nul), la forme affine g; est non constante (cf. 5.4.4, 2°), Nous 
disposons de la famille des hyperplans deux à deux perpendiculaires 
(Sen, avec &; = g5 (0) L’intersection des Z, a pour dimension n — p et 
contient #'; c’est donc . La distance d(m, ) se calcule grâce à la formule (3). 


EXEMPLE. — Distance d'un point à une droite dans le cas n = 3 (ef. 6.3.2, 3°). 


6.2.3. Angle de deux variétés 


Il s’agit en fait d’un problème vectoriel, puisque seules interviennent les 
directions (cf. 2.3.4, 4°). En pratique le calcul se ramène toujours au calcul de 
l'écart angulaire de deux vecteurs, qui ne présente pas de difficultés. 


6.2.4. Mesure sur un espace 
affine euclidien 


i Cette étude suppose connue celle du chapitre 7 du è 
tome IV 


Soit & un espace affine euclidien de dimension # > 0. R" est muni de sa 
structure canonique d'espace affine euclidien. À tout repère orthonormal 
@ = (0,6,,...,e,) de & nous associons l'application bijective : 


Va € G1...,86) mMO+Ee+'  +Ee. 


Nons constatons que cette application est affine et qu’elle conserve la distance. 

Si #' est un second repère orthonormal de &, Ve °ÿ, est donc une 
isométrie de R° (au sens du 6.1.2, 1°). En utilisant le corollaire I du IV. 7.2.2, 3° 
nous en déduisons que, pour toute partie & € &, si W,'(s#) est une partie 
cubable de R”, il en est de même pour ÿ,'(æ#}, avec égalité des mesures. Ceci 
justifie : 


DÉFINITION. — Onditque.7 © € est cubable si, et seulement si, Z étant un 
repère orthonormal de & arbitrairement choisi, K = Y,'(4) est une partie 
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cubable de R". On appelle alors mesure de .&, et on note u(.7) la mesure m(K} de 
K dans R”. 


e PROPOSITION I. — Étant donné (a, ..., a,) € &"*!, le « parallélépipède » 


Ki —+ 
P = {ao + À amie [0, 1], ieN,} 


i=1 
est cubable, de mesure y(#) = |[asa,, ..., aoa, |. 


Résulte du corollaire II au IV.7.2.2, 3° et de la définition du produit mixte. 


PRoposiTion IL. — Étant donné (&, ..., a,)e €"*!, le « simplexe plein » 


# = {5 ka; 


i=0 


LA LA Qie (0) 
i=0 


1 .—+ — 
est cubable, de mesure u(7) = en ILaoas, ..., doa, ll. 
n! 
C’est trivial si (a, .. ., 4,) est lié, auquel cas (9) = 0. Sinon cela se déduit 


par récurrence de : 
il 
HS) = A AH) 


où #' est le simplexe défini par (a;,...,a,) dans l’hyperplan 
#7 = Aff((a;, ..., a,)} et où h est la distance de a, à #. 

Pour vérifier cette dernière formule, on se place dans R” et on étend la 
démonstration qui en est donnée pour n = 3 au IV.7.3.2, 2° (volume de la 
pyramide). O 

Dans la pratique, on introduit les coordonnées (£,, ...,6,) de a, 
ie{0,...,n}, dans un repère orthonormal & de & ; n ! n{#) est alors la valeur 


absolue du déterminant : 


ii — Bio sxgée Ein — Bio É10 Enr UE Bin 
=(-2 

Br Eo En En 

RE 1 + 2e 


En particulier, pour n = 2(resp. n = 3) on obtient l’aire du triangle (resp. le 
volume du tétraèdre). 
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6.3. GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE ÉLÉMENTAIRE 


è Ici Pespace affine euclidien & est de dimension 2 ps 
{resp. 31. On le munit d’un repère orthonormal À, qui sera 
noté (O, i, j) [resp. (O, i, j, kÿ], les coordonnées d'un point 
me & dans ce repère s’écrivant traditionnellement (x, y) 
[resp. (x, y, 2)]. 
Toutes les fois que cela sera nécessaire, & sera 
orienté et nous supposerons alors que @ est direct. 


6.3.1. Étude de la dimension 2. 
1° Coordonnées polaires. — A tout réel 8, associons les vecteurs unitaires 
u, = (cos 8)i + (sin 8);  vg = UgsE = (— sin 8)i + (cos 8);. 


(4 v) est une base orthonormale de E. Lorsque & est orienté et direct, cette 
base est positive, et 8 est la mesure de l’angle orienté de vecteurs (i, us). 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'application ® : R? — & qui à tout couple 
(p, 8} associe le point m = O + pu, est surjective. Il s’agit donc d’un paramétrage 
de &. Tout antécédent par ® du point me & s'appelle système de coordonnées 
polaires de m (par rapport au repère ). Un tel antécédent n’est pas unique, et si 
me 8\{0} admet (p, 6) pour système de coordonnées polaires, tous les systèmes de 
coordonnées polaires de m sont : 


(P,8+2kn); (— p,8+7r+2kn), (keZ) 


Sim = O, il est image par ® de tout couple (0, 8), où 8 e R est quelconque. 


— 
Supposons maintenant m # O. Nécessairement |p! = ||Om||. Inversement pour 


— 1 — 
tout réel p tel que |p| = |[lOm||, p est non nul et — Om est unitaire, donc est de la 


forme u, où 8 eR est défini à 2kn près (ke Z). La fin résulte de u9,, = — ug 


e Passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes. — Il 
résulte immédiatement de la définition que si m € € a pour coordonnées polaires 
{p, 8) ses coordonnées cartésiennes sont données par : 


x = pcos 8 y =psing © 


Inversement si me & a pour coordonnées cartésiennes (x, y), pour obtenir 
ses coordonnées polaires on choisit 


p=/x?+y où p=—,/x? +7 
et si p # 0, 8 est alors défini à 2kn près (ke Z) par : 
cos 8 = x/p et sin8 = y/p. 
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REMARQUE. — On ne peut pas expliciter {p, 8) en fonction de (x, y). Notons cependant que, en 
notant ® la demi droite © + (R-_)i (ensemble des points de coordonnées (x, 0) avec x < 0), la 
restriction de D à R£ x] — x, + x induit une bijection sur &\, et qu'alors nous pouvons écrire, 
pour tout me &\@ de coordonnées (x, y) : 


p=yxt+y, B=2Artg ? 


x+ x+ y 


2° Équations normales d'une droite (3, D). — 3 est ici un hyperplan de #; 
on applique 6.2.2. Tout vecteur unitaire de D! peut s’écrire u, et l'équation 
normale correspondante est : 


x cos 8 + y sin 6 — p = 0, @ 


la projection orthogonale h de O sur Z étant donnée par oh = pu, (si & est 
orienté (p, 8) est un système de coordonnées polaires de h). 
— Inversement, à partir de (1) on dispose de u,, de h, et donc de &. 


3° Problèmes de distances et d'angles. — Appliquons 6.2. 
a) Distance de deux points m; de coordonnées (x, y;), (ie N) 


dm, m,) = [cz — x) + (3 — 72. 


b) Distance d'un point m de coordonnées (xo, yo) à une droite (9, D) : 
— Si 3 est donnée par une équation ux + vy + w = 0, alors 


dim, 2) = (u? + v?)-l2lux, + yo + wl. 
En particulier, si l'équation est normale : 
dim, 2) = x, cos 8 + y, sin 8 — pl. 
— Si 2 est donnée par un point pe ® de coordonnées (a, b) et par un 

vecteur non nul e e D de coordonnées (a, B) alors : 

_ 
IEmp, el] IB(a — xo) — «(b — yo)l 

Ilell (a? + B°)2 ‘ 


e Application : bissectrices de deux droites affines. — Soient (&,, D}, (i e NL), 
deux droites affines, d'équations : u,x + v,y + w; = 0. L'ensemble des points 
équidistants de ®, et Z, admet l'équation : 


d(m, 2) = 


x +v,y+ wi lux + 07 + wl 
(ui + v)2 (ui + ve 


Q) 


Le lecteur vérifiera que, lorsque , et , ne sont pas parallèles, (2) 
représente la réunion de deux droites affines orthogonales, contenant le point 
commun à ®, et @.. 

Ces deux droites sont appelées bissectrices de 3, et ,. 

Le lecteur pourra également montrer (en utilisant de préférence des 
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équations normales) que les directions des bissectrices de Z, et 2, sont les 
bissectrices de D, et D, (au sens du 2.3.4, 2°). 


REMARQUE. — On peut distinguer les deux bissectrices sur l'équation (2) en utilisant 
l'interprétation du signe de ux + v,y + w, par la « distance algébrique ». 


c) Angle de deux vecteurs, de deux demi-droites. — Le plan étant orienté, 
l'angle orienté des deux vecteurs non nuls x, de composantes (x, G;), est donné 
par le cosinus et le sinus de sa mesure (cf. 2.3.4, 1°), soit : 


re oz + B:B2 : 
MT (of + Be + BA” 
: C1B2 — Bi 
SN (XXe) = — — 
Ge) + BONE + BDr 
d) Angle de deux droites. — Qu'il s'agisse d'angle orienté ou d'écart 


angulaire, on se ramène à l'angle ou à l'écart angulaire de vecteurs normaux. 
Signalons le cas particulier où Z; est donnée par l’équation normale : 


x cos 8, + ysin 8, — p, = 0 GeN,) 


L’angle orienté ,, 2, a alors pour mesure : 


(D, Da) = 8, — 8, (mod. 7) 


6.3.2. Étude de la dimension 3 


On désigne encore par u, le vecteur (cos @)i + (sin 8)j. 


1° Coordonnées semi-polaires ou cylindriques. — THÉORÈME ET DÉFINITION. 
— L'application :RŸ — & qui à tout triplet (p,6,z) associe le point 
m = O + pu + zk est surjective. Il s’agit donc d’un paramétrage de #. Tout 
antécédent par W du point m € & s'appelle système de coordonnées semi-polaires (ou 
cylindriques) de m (par rapport au repère Æ). Un tel antécédent n’est pas unique et si 
me 6, n'appartenant pas à la droite O + Rk (dite «axe des z »), a pour système 
de coordonnées semi polaires (p, 6, z), tous les autres systèmes sont : 


(p,8 + 2h, z) et (— p,0 + x + 2hn,z) (heZ) 


Si à tout m — O + xi + yj + zk nous associons m, = O + xi + pj nous 
constatons que (p, 8, z) est système de coordonnées semi-polaires de m si, et 
seulement si, (p, 0) est système de coordonnées polaires de m, dans le plan 
© + Vect (i j) orienté et rapporté au repère direct (©, i, j). 

Le théorème résulte alors de 6.3.7, 1°, dont les formules restent valables. 


= 
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2° Coordonnées sphériques.— THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'application 
O :R° > € qui à tout triplet (r, 6, ®) associe le point : 


m = O + r{(cos 8)k + (sin 8)u,) 


est surjective. Il s’agit donc d'un paramétrage de #. Tout antécédent par © du point 
me & s'appelle système de coordonnées sphériques de m (par rapport au repère #). 
Un tel antécédent n’est pas unique et si m € &, n'appartenant pas à la droite 
O + Rk, admet {r, 0, @) pour système de coordonnées sphériques, alors tous les 
systèmes de coordonnées sphériques de m sont (avec he Zet h'e Z): 


6,6 + 2hn,o + 2h'n);  (r, — 6 + 2hn, @ + x + 2hn); 
(— 7,0 + 7x + 2hn,o + 2hn); (—7r, — 0 + x + 2hn,o + x + 2h'n). 
Soit me € un point quelconque et (p, @, z) un système de coordonnées 
cylindriques de m : 


Om = pu, + Zk. 


Fic. 8. 


Dans le plan O + Vect(k, u,), muni du repère (O, k, u,), m admet un système 
de coordonnées polaires (r, 8), ce qui signifie : 


Om =7r [(cos 8)k + (sin 6)u,]. 


Ainsi © est surjective; lorsque m n'appartient pas à « l'axe des z » nous 
savons déterminer l’ensemble de ses coordonnées cylindriques, puis l’ensemble 
de ses coordonnées polaires dans le plan O + Vect (k, u). 

I! est facile d’en déduire la fin du théorème. GO 


REMARQUES. — a) Si m appartient à « l’axe des z », sans être O, ses coordonnées sphériques 


sont : (r, 2hr, p) et (— r,7 + 2hn, @), où r = Om.k, heZet peR: si m = O, tous les triplets 
(0, 8, w). où (6, p) € R?, conviennent. 
b) Il est possible — et souvent commode — de se limiter à : 


reR,, 8e[0nr]; pe[Q 2x]. 
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e Passage des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes. — Soit 
me & de coordonnées sphériques (r, 8, ). Il résulte de la définition que ses 
coordonnées cartésiennes sont : 


x =rsinôcos® y=rsinä6sinp, z=rcos6. 
Inversement, si m n'appartient pas à «l'axe des z» et si l'on se limite à 
(r8)eR, x [0,x] : 


2 
r= /x?+y1+21, 8 = Arccos-; 
r 


X : y 
cos p = à sin @ = 
x? + y? x? + y 


les deux dernières déterminant @g modulo 2x. 


3° Problèmes de distances. 
a) Distance de deux points m; de coordonnées (x;, y, z;), ie N, : 
d(m;,m) = [(x2 — x:) + (2 — 3} + (2 — 2). 
b) Distance d’un point m de coordonnées (xo, Yo, Zo) à un plan (@, P). 
— Si ? est donné par une équation ux + up + wz + h = 0, alors : 
dr, ?) = (u? + 02 + w?)-12lux, + 0ÿo + Wzo + HI. 


— Si est donné par un point p e © de coordonnées (a, b, c) et par deux 
vecteurs e; de composantes (a, B,, y;) formant une base de P, alors (6.2.1, 1°) : 


d(m, @) = Île, À el}7*ICpm,e,,e,]| 
avec : 


Iles À ll? = (Bit2 — Bat) + (ad — Ya) + (Be — Br) 
et : 


Xo — 4 % 
_ 
[pm,e,,e;] =! yo —b Bi BP 
Zo — € Yi Ÿ2 
c) Distance d’un point m de coordonnées (x4, Yo, 29) à une droite (3, D). 
— Si 2 est donnée par un point pe Z de coordonnées (a, b, c) et par un 
vecteur non nul e € D de composantes (a, B, y) alors : 
= 2 2 2 2 
dim, 2) = Hell" Imp À dl avec Id = +8 +7 


et: 


Iap à el? = Lrbo — b) — Blzo — OT + Lofo — © — y(xo — a)? 
+ CBC — 4) — A(Yo — b)]°. 


— Si & est donnée comme l'intersection de deux plans # = f_1(0) et 
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2 = g7 (0), on peut se ramener au cas précédent en cherchant un point p e Det 
un vecteur ee D. 
Cependant si # et 2 sont perpendiculaires, on a intérêt à utiliser : 


d'{m, 2) = d'(m, P) + d°(m, 2). 


Dans le cas général, on peut encore utiliser cette formule en remplaçant 2 
par le plan # = (f + Ag) (0), où À a été choisi de façon que # et # soient 
perpendiculaires. 


d) Distance de deux droites affines (®,, D;) et (2, D,) — On suppose Z, 
définie par p,e ©, de coordonnées (a, b, c;) et e,e D, non nul, de composantes 
(a, B va, ( € No). 

— Si ?, et Z, sont parallèles : d(@,, 2,) = d(p;, 2), (cf. c). 

— Sinon, la dernière formule de 6.2.1, 2° donne ici (à cause de n = 3): 


—— 
. ILP:P2, €, 2] 


d(F,®) 
Ile À el 
que le lecteur explicitera. Il pourra ensuite rechercher la perpendiculaire 
commune à , et .. 


REMARQUE — Lorsque %, et ®, sont définies comme intersections de plans, on se ramène au 
cas précédent. On peut aussi chercher la distance d’un point p, € 2, au plan de direction D, + D, 
qui contient 2, 


4° Exercice, — Considérons les droites affines 2, = O + Rk {« axe des z ») et 2; représentée 
par:x = az +p,y = bz + q({cf. 5.4.5, 2° c}. Nous supposons (a, b) # (0, 0) de sorte que Z, et ?, 
ne sont pas parallèles. Z, contient le point p, de coordonnées (p, g, 0); D; contient le vecteur e, de 
composantes (a, b, 1) 

a) Distance d(®,, .). — Tout plan contenant , a une équation de la forme ux +vy = 0. En 


particulier le plan #, qui contient ®, et est parallèle à ®, s'écrit bx — ay = 0. IL vient : 
lbp — aql 

d{D:, 23) = dbz, P,) = 

Va + 


b) Perpendiculaire commune à D, et ®,. — C'est une droite (Z, D) telle que D contienne le vecteur 
k À e,, de coordonnées (— b, a, 0]. Nous la déterminerons comme intersection des deux plans 2; 
contenant 2, dont les directions contiennent k A e.. 

Nous constatons immédiatement que 2, admet l'équation ax + by = 0. 

Nous cherchons une équation de 2, sous la forme : 


A(x — az — p} + {y — bz-g)=0 


avec la condition : — Ab + ua = 0, ce qui permet d'adopter À = a et p = b. 
En définitive, @ peut être représentée par le système : 


re 


{a? + b?}z + ap + bq = 0. 


REMARQUE. — Le lecteur comparera ces résultats à ceux qu’il obtiendrait en étudiant le 
minimum de : 


z + (az + p} + (bz + qY. 
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6.3.3. Complément : inversion 


1° DÉFINITION. — Soient E un espace préhilbertien réel, (#, E) un espace 
affine, © un point de & et k un réel non nul. On appelle inversion de pôle « et de 
puissance k l'application de #\{w} dans lui-même qui au point m associe le point m’ 
défini par l’une ou l’autre des conditions équivalentes : 


. . e A in 
ï) Les points ©, m, m' sont alignés et om .om' = k. 


+ k — 
ü) @m = 5, OM. 
Îlom || 


Le lecteur vérifiera l’équivalence des conditions i) et ii). Il déduira de i) 
qu'une inversion est une application involutive. A titre de complément il 
résoudra l'exercice 2.20. 


2° Cas d'un espace euclidien. — Ici & est de dimension finie n > Oet 
R = (0, e;, ...,e,) est un repère orthonormé. Soit S l’inversion de pôle O et de 
puissance k. Sim admet (£,, ..., Ë,) pour coordonnées cartésiennes dans Æ, alors 
S#(m) admet des coordonnées (E!, ...,ë,) données par : 


KE, 
vieN, ne 
++ 


Dans le cas particulier d'un plan affine euclidien orienté et d'un repère 
(©, i, j) orthonormé direct, si m admet pour système de coordonnées polaires 
(p, 8) alors un système de coordonnées polaires de m' est (k/p, @). 


EXERCICES 


La notation &, (resp. #;) désigne un espace affine euclidien de dimension 2 (resp. 3), 
éventuellement orienté (les repères envisagés étant alors directs). 


6.1. — Soient si e N, des retournements par rapport à des droites , de &.. À quelle 
condition s; °s, »s, est-il une translation ? un retournement ? 


62. — Étudier les déplacements de #, qui commutent. 


63. — a) Si fest un antidéplacement de #,, f? est une translation. 
b) Sif,, ff, sont des symétries de #,,(f, fs of, °f, °f,)? est une translation dont 
on précisera le vecteur. 


*6.4. — Les seuls sous-groupes compacts du groupe .# * (&,} sont les sous-groupes 
formés des rotations de même centre. 


6.5. — Si deux triangles (a, b, c) et (a’, b', c') de #, sont tels que les perpendiculaires 
menées des points a, b', c' respectivement aux droites bc, ca, ab sont concourantes, alors 
les perpendiculaires menées de a, b, c respectivement à b'e', c'a', a‘b' sont concourantes. 
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— 
a; 


6.6. — Soit (a,),n, une famille de points de &,. On note d;; = lle 
exercices 2.20 et 2.21, montrer qu'on a toujours : 


11. En utilisant les 


dixdsa < disdoz + disdis 


l'égalité étant atteinte si et seulement si les points sont alignés ou cocycliques. Montrer 
qu'ils sont cocycliques si et seulement si est vériñée l'une des égalités 


& disdsa € disdsz + disdis = 0. 


6.7. — Dans &, on donne les points a, b, c, d, avec b, c, d appartenant à une droite 2. 
Vérifier la relation de Stewart : 


> + 
IablPcd + Ilac|?db + IladiPbe + ed.db.bc = 0 
où il s’agit de mesures algébriques dans un repère unitaire de %. 


6.8. — Dans #, on donne le triangle (a, b, c}. Écrire les équations des hauteurs dans le 
+ — 
repère (a, ab, ac) et montrer qu’elles sont concourantes. 


69. — Dans #, on donne le triangle équilatéral (a,,a,,a:) Soit m un point 
appartenant au cercle circonscrit, mais distinct de a,, a, et a,. Pour à, j, k deux à deux 
distincts, les droites ma, et aja, se coupent en a;. Montrer que l'aire du triangle (a°, a, a) 
ne dépend pas du choix de m. 


6.10. — Dans &, on donne un triangle équilatéral de centre O. Une droite pivotant 
autour de O coupe les côtés en p, 4, r. Étudier l’ensemble décrit par l’isobarycentre de 
@, gr}. 


6.11. — Dans #, on considère trois points non alignés a, b, cet d # {a, b, c}. On note 
®, la symétrique de la droite Aff (a, d) par rapport aux bissectrices des droites Aff (a, bjet 
Aff (a, c}. On définit de manière analogue 2, et 2. 

Montrer que ,, ®, et 2, sont en général concourantes. Cas d'exception ? 


6.12. — &,est rapporté au repère orthonormal #: 2 désigne la droitequi admet dans 


ce repère les équations x = yet y = z. Soit #' le repère déduit de & par symétrie par 
rapport à 2. Écrire les formules de changement de coordonnées. 


6.13. — Dans €; on donne le triangle équilatéral (a,, a, a) et le point m. Pour 
i, j, k deux à deux distincts, b; désigne le symétrique de m par rapport à la droite aa. 
Montrer que les trois droites 4,b,, ie N,, ont un point commun. 


Dis 
6.14. — Dans &, rapporté à un repère orthonormal les plans d'équation 
bz-cy=p; €X — az = q; ay — bx=7r 
forment (en général) une surface prismatique; calculer l’aire d'une section droite. 


6.15. — Dans é; rapporté à un repère orthonormal d’origine O on donne le point 
a de coordonnées (a, a, 0). Calculer les coordonnées de b et c sachant que b appartient au 
plan y = 0 et que le tétraëdre (O, a, b, c) est régulier. 


6.16. — Dans &#, rapporté à un repère quelconque, déterminer les droites 
rencontrant les quatre droites : 


G=a)Ax=b, (= -a)A(%=-b 
(= h) À (ux + vy = 0) {= —h) À (ux — vy = 0). 
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6.17. — Dans #; rapporté à un repère quelconque on donne les droites : 
@ = a) À (y = œc), ieN3. 


Condition pour que le plan d'équation ux + vy + wz + h = Q les coupe en trois points 
alignés. 


6.18. — Dans &, rapporté à un repère orthonormal on donne les plans : 
Xx+y—-1=0; py+z—i=0; z+x-1=0; x+3y+2z=0. 
Déterminer À pour que les projections orthogonales du point (1, 1, À) sur les quatre plans 

soient coplanaires. 


6.19. — Dans #, rapporté à un repère orthonormal on donne les droites : 


(2) œ—z2—-a=04A(y+3z+1)=0, 
@) x + 2yp + 2 — 2b = 0} À (3x + 3y + 22 — 7 = 0). 


Condition pour que & n ® # ; quelle est alors l'équation de AF(2 L 2) ? 


620. — Dans &, on donne quatre droites Z, ieN,. Un point me ®, est projeté 
orthogonalement en m, € ®,; on projette de même m, en m, € 2, puism,enm, € 2, 
enfin m, en me ®,. Déterminer m pour que m' = m. 

Étendre l'étude à #, euclidien. 


6.21. — Dans #, on donne deux points aet bet un plan # contenant le milieu de (a, b) 
et faisant avec Aff (a, b) un angle de mesure #/4. Étudier l’ensemble des m e & tels que 


Rs +, 
mal? + Imbl® = klimk||° 
où h est la projection orthogonale de m sur # et k un réel donné. 


6.22. — Soient Z,, 3,, 2, trois droites non coplanaires de &, ayant un point 
commun. Pour à, j, k deux à deux distincts, #, est le plan qui contient 2; et est 
perpendiculaire au plan déterminé par 2; et 2, (on suppose que ce plan est unique). 
Montrer que les #, ont une droite commune. 


623. — Soient (O,i,j,k} un repère orthonormai de #, et (a, a’} [resp (b, b'); 
resp. (c, c’)] un couple de points de la droite (0, i) [resp. (0, j); resp. (O, k)]. On désigne par 
g l’isobarycentre de (a, b, c}, et par h l'orthocentre de (a’, b’, c'). Montrer que O, g et h sont 
alignés si et seulement si 


Oa.Oa = Ob.0b' = Oc.Oc!. 


6.24. — Dans un tétraèdre de #, les quatre faces ont des aires égales. Montrer que 
deux côtés opposés quelconques ont même longueur. 


6.25. — Dans #; rapporté à (0, e,, e,, e;) orthonormal on donne deux droites À et 
contenant O, de vecteurs directeurs (1, 1, 1)et (a, b, c). PourieN,, Il, (resp. @,)est le plan 
contenant À (resp. 2) dont la direction contient e;; Fi est le symétrique de ?; par rapport à 
F. 


î 


a) Montrer que les #! ont une droite commune 2. 


b) Comment choisir (a,b,c) pour que ® et ' soient confondues 
Cresp. orthogonales]. 
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6.26. — Dans #, rapporté à un repère orthonormal on donne les plans : 
(P,): y =; (D): z2=x; (BP): x = y. 


On appelle G le sous-groupe de S (6) engendré par les symétries par rapport à ces plans. 
Étudier G, ses sous-groupes, ses sous-groupes distingués. 

Montrer que pour tout m € & ,, les transformés de m par les divers éléments de G sont 
coplanaires. 


6.27. — Étant donné deux applications, f quelconque et g bijective, d'un ensemble # 
dans lui-même, on appelle transmuée de f par g l'application g + f o g”!. Étudier les cas 
suivants : 

a) 6 est affine, g est affine, f est une homothétie. 


b) & est affine euclidien, g est une similitude, fest une homothétie (resp. une symétrie). 


6.28. — FORMULE FONDAMENTALE DE LA TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. — Dans é; on 
considère le trièdre &, constitué par trois demi-droites non coplanaires de même origine O, 
de vecteurs unitaires i, j, k. On désigne par a, b, c les mesures (entre 0 et x} de ses faces, par 
a, B, yles mesures (entre Oet n) de ses dièdres; c’est ainsi que a est l’angle des vecteurs jet k, 
et que «est l'angle des demi-droites obtenues en coupant par un plan de direction (Ri)! les 
demi-plans limités par la droite (O, i) qui contiennent respectivement les demi-droites (O, j} 
et (O, k). 


a} Montrer (k A i).(i À j) = cos b cos c — cos a. En déduire : 


cos a = cos b.cos c + sin b sin c cos a. 


b) &, ayant été arbitrairement orienté, on note &" le trièdre de sommet © dont les 
demi-droiies admettent les vecteurs unitaires F', j', K’ tels que : 


sna=)jARk; jsnb=kaAai k' since =ia j. 
On dit que &” est le trièdre supplémentaire de &. Quelest alors le trièdre supplémentaire de 
& 7? 


On note 4, b', c' (resp. «’, B', y'}les mesures des faces (resp. des dièdres) de £”. Déduire 
de a) la formule : 


cos & = cos B cos y + sin f sin y cos 4. 


6.29. — THéorÈMe DE MorLev-PETERSEN. — a) Montrer que les droites 4, ie N,, de 
& admettent une perpendiculaire commune si et seulement si le produit de retourne- 
ments 4, ° 54, ° Sy, eSt Un retournement. 

b) Soient 2, ie N;, trois droites de &, puis A, la perpendiculaire commune à 2, et 
D i, j, k deux à deux distincts, et enfin Ÿ, la perpendiculaire commune à Z, et à A.. 
Montrer que les trois droites #; admettent une perpendiculaire commune (une autre 
démonstration fait l'objet de l'exercice 8.12). 


* 6.30. — Soit fune application de &, dans lui-même qui « conserve la distance 1 », 
ce qui signifie : 


VO »ESS (dix y) = D = (d(f,/0) = L 


Montrer que f est une isométrie : on montrera que f conserve la distance V3 eton 
utilisera le fait que Z + z/3 est dense dans R., 
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* 6.31. — On désigne un espace affine réel, € une partie convexe de 4. 
a) Montrer que si a etestme, alors[a, ml € &. 


b} En déduire € € et, si € est fermé non vide, € = €. 

€) On suppose € affine euclidien de dimension 2, et on le rapporte à un repère 
orthonormal. 

On donne a e & et on suppose # compact. À tout 8 € R, on associe la demi-droite D4, 
d'origine a et dirigée par le vecteur de coordonnées (cos 8, sin 8). Montrer que 
La N Fr(6) est un singleton {m4} et montrer que 8 my est continue. 


6.32. — THÉORÈME DE KREIN-Miiman. — *& désigne un espace affine euclidien. 

:* a) Montrer que si & © € est convexe, & est convexe. 

b) Znit € un convexe fermé, et a € #\€. Montrer qu'il existe un hyperplan affine # 
tel que a e #' et que € soit contenu dans un des demi-espaces ouverts délimités par.# (On 

_ 

introduira be tel que d(a, b) = d(a, 6) et, en posant N = ab, on définira # par: 
me N# æ N.am = 0). 

ce) Soit € convexe, et a € Fr (€). Montrer qu'il existe un hyperplan affine # de & tel 
que a e # et que € soit contenu dans l’un des demi-espaces fermés délimité par .#. Il est 
alors appelé hyperplan d'appui pour a. (On montrera d'abord qu’on peut supposer € 


1 
fermé; ensuite, à tout n € N* on associera a, € 6 tel que d(a, a,) < - et a, £ €. On définit 
n 


alors N, = ab comme au b), puis N, = N,/IIN,Il, et on utilise une valeur d'adhérence N' 
de la suite (N'hen) 

d) Montrer que si est convexe, contenu dans un demi-espace fermé délimité par un 
hyperplan affine #°, et siae€ n #, alors a € Fr(€). 

2° Soit & un convexe de €. Un point a e € est dit extrémal si et seulement si @\{a} est 
convexe. 

a) Montrer que a e € est extrémal si et seulement si : 


Vin, m) € €? ag ])m, mL. 


b) Montrer que si € est un convexe compact de &, tout hyperplan d'appui # de € 
contient au moins un point extrémal de €. (On raisonnera par récurrence sur n = dim # 
en remarquant que tout point extrémal du convexe #° n € est un point extrémal de €.} 

ec) Soit € un convexe compact de &, €, l’ensemble de ses points extrémaux. Montrer, 
en utilisant l’ensemble des résultats précédents, que € est l'enveloppe convexe fermée de 
o. 

d) Montrer que le résultat du creste valable dans un espace affine réel de dimension 
finie (non nécessairement euclidien). % 
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ÉTUDE DE QUELQUES 
ENSEMBLES REMARQUABLES 


Dans tout le chapitre (&, E) désigne un R-espace 
affine de dimension finie; dans certains cas, qui seront 
précisés, nous le supposerons muni d'une structure eucli- 
dienne. 


7.1. ÉQUATIONS D'UN SOUS-ENSEMBLE 
D'UN ESPACE AFFINE RÉEL 


7.1.1. Généralités 


1° Soit 7 un sous-ensemble de #. Au L 14,4, 1°, nous avons défni la 
fonction caractéristique @ de 7. Nous traduirons l'égalité : 


4 = {me élo(m) = 1} 


en disant que @{m) = i est une équation de æ#. 
Plus généralement, posons : 


DÉFINITION L. — Soit # un sous-ensemble de #. S’il existe une fonction / de € 
vers R°, p e N*, telle que .# = f7 (0), ce qui signifie : 


4 = {me &lf{m) = 0}, (0 est ici 0e), 


on dit que /{m) = 0 est une équation de &. 

Si p est strictement supérieur à 1, et si /,, ..., /, sont les applications 
composantes de j, on dit que (/,(m) = 0, ..., f,(m) = 0) constitue un système 
d'équations de &. 


EXEMPLES. — a) Tout hyperplan affine de & admet une équation f{(m) = Ooùf:& — Rest une 
forme affine non constante. 

b) Toute variété affine # de 6 peut être considérée (5.4.4) comme l’intersection de p hyperplans ; 
elle admet donc un système d'équations (f,(m) = 0, ..., f,(m) = 0), où les f, : & — R sont des 
formes affines non constantes; elle admet ainsi l'équation f{m) — 0, où f désigne l'application 
Un -..,f,) de 6 dans R°. 


REMARQUES. — Ainsi que le montre l'exemple précédent (et, plus généralement, le recours 
possible à la fonction caractéristique), l’entier p ne joue théoriquement pas de rôle intrinsèque. 
D'ailleurs si @ : R° — RS, (p, g) e(N*Ÿ, est une application quelconque vérifiant : 


VxeR? {p{x) = 0) (x = 0), 
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à toute équation f(m} — 0, où f'est une fonction de & dans R?, on peut associer l'équation g{m) = 0 
avec g = @ » f, où g est une fonction de & dans R4. 

Cependant le lecteur constatera qu'en pratique l'entier p joue un rôle important, Par exemple, si 
la dimension de # est 3 (resp. 2)et sip = 1, nous parlerons de la « surface / » (resp. la « courbe & »), 
sans chercher pour le moment à donner un sens mathématique à cette locution. 

Cette situation sera expliquée au tome V dans le cadre de la géométrie différentielle. 


2° En 5.4.1 nous avons vu qu'une partie .# de & peut être caractérisée par 
une représentation paramétrique @, où @ est une application surjective d’un 
ensemble À sur .#. Avec ces notations nous poserons : 


DÉFINITION II. — Soit Z une partie de 7. S’il existe une fonction / de A vers 
RP, p e NF, telle que Z soit l'ensemble des points o(À) € .# vérifiant f(A) = 0,ondit 
que (A) = 0 est une équation curviligne de Z, relativement à o. 


Notons qu’alors la partie B de A qui admet f{A) = 0 pour équation vérifie # = p(B), mais pas 
nécessairement B = p_!({#) sauf bien entendu si g est une bijection. 


e Dans les cas particuliers que nous allons envisager maintenant, nous 
supposerons æ = &; nous parlerons de coordonnées au lieu de paramètres. 


a) Équations cartésiennes d'une partie @ de &. — On rapporte € à un repère 
R = (0, e;, ...,e,) de &; @ est ici la bijection : 


p:R -é Er... 8) +0 + Y Be 
isi 


La définition IT devient : 


DérinITiON IL. — Soit Z une partie de €. S’il existe une fonction / de R” vers 
R?, p e NI, telle que Z soit l’ensemble des points de & dont les coordonnées dans Z 
vérifient f(6,, ..., &,) = 0, on dit que f(E,,...,E,) = O0 est une équation 
cartésienne de # dans le repère Z. 

Sip > 2etsif = (f,, .... {,) on parle de système d'équations cartésiennes de 


REMARQUE. — En fait, ici B = @ ‘{#) 


b) Équations polaires, cylindriques ou sphériques. — & est supposé affine 
euclidien, orienté, de dimension 2 ou 3 ; æ est ici la surjection de R? (resp. R$) sur 
€ qui définit les coordonnées polaires (resp. cylindriques ou sphériques). 

Explicitons, par exemple, la définition d’une équation polaire dans (#, E) 
euclidien orienté, de dimension 2, rapporté à un repère orthonormal direct 
À = (0, i, j); nous nous en tiendrons au cas usuel p = 1. 


DÉFINITION IV. — Soit # une partie de &. S’il existe une fonctionfde R? vers R 
telle que Z soit l’ensemble des points de £ dont un système de coordonnées polaires 
au moins vérifie f(p, 8) = 0, on dit que /(p, 8) = 0 est une équation polaire de 3 
dans le repère Z, 
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Ici @ n’est pas bijective ; f{p. 8) = 0 est une équation d’une partie B de IR? vérifiant @(B) = &, 
mais pas nécessairement B = @ ‘(&#). 

Il se peut qu’il existe un point m, € # admettant un système (po, 89) de coordonnées polaires tel 
que flo 80) # 0. 


REMARQUES. — a) Si # et # sont deux repères de & et si f{(Ë,, ..., 6,1 = 0 est une équation 
cartésienne d’une partie # de # dans £, les formules de changement de repères 5.4.2, 4° permettent 
d'obtenir une équation cartésienne g{Ë!. . .., &:} — 0 de & dans #!. 


b) & étant un espace affine euclidien, orienté de dimension 2 et (0, i, j) un repère orthonormé 
direct de #,nous savons que sim e & a pour système de coordonnées polaires (p, 8), ses coordonnées 
cartésiennes dans (0, i, j}sont {p cos 6, p sin @). Disposant d’une équation cartésienne f(x, y) = Ode 
æ, nous pouvons en déduire l'équation polaire g(p, 4) = 0 de &, où : 


g{p, 8) = f{p cos 6, p sin 0). 
Nous pouvons évidemment faire une remarque analogue dans le cas des coordonnées cylindriques ou 
sphériques, lorsque # est de dimension 3. 


c) Plus généralement, à tout système de coordonnées dans # peut être associé un type 
d’équation d’une partie # de #; on peut, par exemple, utiliser les coordonnées barycentriques. En 
pratique, si : À — & est l'application surjective définissant le système de coordonnées utilisé, on 
est ramené à déterminer une équation f{A) = 0 d’une partie B de À vérifiant # = @(B). 


7.1.2. Problèmes d’unicité 


Soit f(m) = Ô une équation d’une partie .# de #, fétant une fonction de & 
vers RP. Si u est un automorphisme de l’espace vectoriel R?, il est évident que 
(u < fj(m) = Cest une équation de .#. En particulier, si p = 1, on obtient ainsi les 
équations (Af)(m) = 0, avec À e R*; si p > Let f = (f,, ..., f,), on obtient le 
système d'équations 


P 
eo af) = o) , où Cal gen 
J= 1 EN, 

est une matrice inversible de .#,(p) arbitrairement choisie. 

Mais il est clair que l’on n'obtient pas ainsi toutes les équations de 7. On 
peut cependant, dans certains cas, arriver à une réciproque, il en est ainsi lorsque 
.4 est une variété affine de # d’équationf(m) = 0, et lorsque l’on impose à / d’être 
une application affine de & dans R?. 

Des considérations analogues peuvent être développées dans le cas des 
équations cartésiennes d’une partie # de #, dans un repère fixé. Nous verrons 
que, sous réserve d'utiliser des applications f de R" vers R d’un type particulier, 
nous pourrons parfois parler de l’unique équation cartésienne de 7 (équation 
normale d’un cercle par exemple). Une étude plus poussée de ces problèmes 
d'unicité est du domaine de la géométrie algébrique qu’il est hors de question 
d'aborder ici. 


REMARQUE, — Danse cas des équations polaires (resp. cylindriques où sphériques), le problème 
est compliqué par la non bijectivité de l'application @ de R° dans é utilisée en 7.1.1, 2°,b. 


CAS PARTICULIER. — Sif(p, 0) = O est une équation polaire d’une partie # de 
€, où & est un espace affine euclidien orienté de dimension 2, rapporté à un repère 
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orthonormal direct, alors, pour tout ke Z, 


J{{p, 8 + 2k7r) = 0 et ft p, 8 + x + 2kn) = 0 


sont des équations polaires de à. 


7.2. SOUS-ENSEMBLES REMARQUABLES 
D'UN PLAN AFFINE 


$ Dans ce paragraphe (6, E) est un plan affine. 


7.2.1. Les droites d’un plan 


1° Équations cartésiennes d'une droite. — Le plan affine (&, E) étant muni 
d'un repère # = (O, i, j), nous avons déjà acquis les résultats suivants : 


PROPOSITION, — Étant donné une droite affine Z de €, elle admet une 
équation cartésienne de la forme : 


ux +wy +h=0 (ue, v) # (0, O). 


Réciproquement l’ensemble des points m de & dont les coordonnées cartésien- 
nes (x, }) vérifient : 
ux + vy + h = 0, (u, v) # (0, 0) 


est une droite affine. 


RAPPELS. — a) Pour que ux + oy + h = 0 et u'x + v'y + h° = O soient des équations 
cartésiennes d’une même droite, il faut et il suffit qu'il existe & € R* tel que (u’, v', h') = &.(u, v, h). 


b) Dans le cas où & est euclidien, nous avons introduit les deux équations normales de Z (cf. 
6.2.2, 1°). 


2° Équations polaires d'une droite. 


(€, Ejest iciun plan affine euclidien orienté, rapporté 
à un repére orthonormal direct (O, i, j). 


THÉORÈME I. — Toute droite 2 de & contenant O admet une équation polaire 
de la forme 8 — 8, = 0, avec 8, € R. 


Soit u l’un des deux vecteurs directeurs unitaires de . Il existe 8, e R tel que 
u s'écrive cos Gi + sin 0. 
_, Pour que me & appartienne à %, il faut et il suffit qu'il existe p e R tel que 
Om = pu, ou encore que m admette un système de coordonnées polaires de la 
forme (p, 60). 
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RÉCIPROQUE I. — Étant donné 0, € R, le sous-ensemble Z de & admettant 
8 — 6, = 0 pour équation polaire est une droite contenant O. 


Soit 2’ la droite qui contient © et est dirigée par le vecteur : 
cos 8,i + sin 4j. 


D’après le théorème I, 2’ admet 8 — 8, = 0 pour équation polaire, d'où 
Be 


THÉORÈME II. — Toute droite 2 de & qui ne contient pas O admet une 
équation polaire de la forme : 


1/p = cos 8 + Bsin 8, avec (x, B)e R2\{(0, 0)}. 
% admet une équation cartésienne de la forme : 
ax + By = 1, avec (&, B) e R2\{(0, 0): 


et donc une équation polaire de la forme : p{xcos 0 + sin 0) = i. Le théorème 
s’en déduit, compte tenu de ce que p n’est nul en aucun point de Z. 


RÉCIPROQUE II. — Étant donné (x, $) € R?\{(0, 0)}, le sous-ensemble Z de € 
d’équation polaire 1/p = à cos 0 + f sin 8 est une droite ne contenant pas O. 


2 admet en effet ax + By = 1 pour équation cartésienne. 


Fi. 9. 


REMARQUES. — a} Avec la notation de la réciproque II, la mise en place de % se fait en posant 
a = rcos @, B = r sin @, avec naturellement r # 0, ce qui revient à désigner par {r, @) un système de 
coordonnées polaires du point 4 = © + ai + fj de #. On dispose ainsi de : 


p cos (8 — @) = 1 et x cos g + psinp — 1/r = 0 


qui sont respectivement une autre forme de l'équation polaire et l’une des équations normales de &. 
D'après celle-ci la projection orthogonale h de O sur & est définie par : 


Oh =r" A où u désigne cos pi + sin @j. 
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_ _ 

b) De Ou = ru et Oh = r° lu nous déduisons que k est l’image de u dans l’inversion de pôle 
O, de puissance 1 (6.3.3). L'équation polaire de S sous la forme 1/p = « cos 6 + B sin 8 est ainsi 
unique, ce que l'on retrouve d’ailleurs par la comparaison des diverses équations cartésiennes (cf. 1°). 


Cas PARTICULIERS. — Pour à # 0 (resp. B Æ 0), 1/p = à cos 8 (resp. 1/p = B sin @) est 
l'équation polaire d'une droite ne contenant pas ©, de direction Rj (resp. Ri). 


7.2.2. Gerbes de droites 


(#, E) est un plan affine, pas nécessairement eucli- $ 


i dien. $ 
1° DÉFINITION. — Soit O un point de &. On appelle gerbe de droites contenant 
O, toute réunion d’un nombre fini p € N* de droites affines de € contenant ©. 
Nous rapporterons # à un repère d’origine O, & = (0, i, j). 


THÉORÈME. — A toute gerbe Z de droites contenant O, on peut associer un 
polynôme P € R[X, F1], p-homogène et non constant tel que P(x, y) = 0 soit une 
équation cartésienne de £. 


Soit & la réunion des p droites 2, ie N,, d'équations cartésiennes : 
ux + y = 0, (u, vi) e R2\{(0, 0)}. 


& admet pour équation cartésienne P(x, y) = 0, où P désigne le polynôme p- 
homogène non constant : 


— 


(4, À + v,Y). 


i=l 


RÉCIPROQUE. — Soit un polynôme r-homogène non constant, P € REX, Y]. 
Alors le sous-ensemble % de € qui admet P(x, y) = 0 pour équation cartésienne est 
soit une gerbe de p < n droites contenant O, soit {O} auquel cas on dit que & est la 
gerbe réduite à {0}. 


Désignant par g la valuation de P en tant qu’élément de R[YI[X], 
écrivons : 
P= Ya’ txt, avec a, À 0. 
k=g 


Si qg = n, & est la droite affine qui contient O et a pour direction Rj. 


Sig < n, le polynôme Ÿ a,7"7*, de degré n — 4, se factorise dans C[7] 
k=4 
sous la forme a {T — à) ... (7 — à,_,). 1 en résulte : 
P = aQX4Y — aiX) ... (Y — «,_,X) 


En remarquant que y — ax = Oest l'équation d’une droite affine contenant O si 
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œe Ret est l'équation de {O} si x e C\R, il est visible que & est soit {0}, soit une 
réunion de p droites affines contenant O, avec i <p <n. 

Dans la pratique, on recherche d’abord si la droite O + Rj, d’équation 
x = 0, est une partie de #(g > 1). Les droites affines autres que © + Rjincluses 
dans & sont les droites contenant O dont les coefficients directeurs sont les 
racines réelles de l'équation P(1, t) = 0. 


REMARQUES. — a) Une gerbe de droites contenant © peut admettre des équations (même 
algébriques) non homogènes: c'est le cas pour : 


C2 + y? + x + y} = 0 


Il n’en serait pas ainsi si l'on travaillait sur C au lieu de R. 


b) Nous pouvons appliquer l'étude qui précède à une réunion finie de droites vectorielles d’un 
plan vectoriel rapporté à une base (i, j). 


€} Si l'on transforme l'équation P(x, y) = 0 par changement de repères affines de même origine, 
on obtient une nouvelle équation cartésienne Q{x, y) = 0 où le degré du polynôme homogène @ est 
celui de P. Cependant le degré de P n'a pas de signification intrinsèque pour la gerbe définie par 
P(x, y) = 0 (on peut par exemple élever un facteur u,X + v,Ÿ à une puissance arbitraire, non nulle, 
sans modifier la gerbe). 
2° Un cas particulier fondamental : 
PIX, Y)=aX?+2bXY +cY? avec (ab, c) # (0, 0, 0). 


— Si lon considère deux droites Ÿ, et 2, contenant l'origine ©, d'équations 
cartésiennes respectives u,x + v;y = 0, avec ie N,, la gerbe , LU 9, a pour 
équation cartésienne : 


uux? + (vin + vuixy + v0,ÿ? = 0 


et les conditions (u;, v;) e R?\{(0, 0)}, ie N,, impliquent 
(au, vu, + vu, v,v,) # (0, O, O). 


Dans ce cas particulier, nous voyons que la gerbe 3, L 9, a pour équation 
D(Om) = 0 où ® est la forme quadratique non nulle sur E définie par : 


Dxi + yj) = uiu,x? + (ou, + voui)x} + vi0,y2. 
— Inversement soient ® une forme quadratique non nulle sur E, et & le 
+ 


sous-ensemble de & dont une équation est D(Om) = 0. 
Soit (0, i, j) un repère de &. D est caractérisée par sa matrice dans la base (1, j) 
de E, qui est de la forme : 
FE <] 
M = 
b € 


& est ainsi le sous-ensemble de € d’équation cartésienne : 
ax? + 2bxy + cy? = 0 avec (a, b, €) # (0, 0, O). 


L'étude de 1° s’applique et permet de déterminer Z. 
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Nous nous proposons ici de reprendre cette étude en utilisant la théorie des 
formes quadratiques. Nous connaissons (2.2.2, 2°) les résultats suivants : 

— Siac — b? > 0,® est définie positive ou définie négative; & est la gerbe 
réduite à {O}. 

— Siac — b? = 0, est de rang 1, soit D = af?, avec à e R*, où f'est une 
forme linéaire non nulle sur E; Z est la droite contenant ©, d'équation 
f{Om) = 0. 

— Siac — b? < 0, est de signature (4, 1) et l’on peut écrire D = f? — g° 
où f'et g sont des formes linéaires sur E indépendantes ; & est alors la réunion des 
deux droites distinctes, d'équations respectives 


U-9(0m=0 et  (f+p(0m=0 


REMARQUE. — En utilisant l'équation aux coefficients directeurs des droites constituant & (cf. 
1°), le lecteur vérifiera que les deux gerbes non réduites à {O}, d'équations respectives : 


ax? + 2bxy + cy? = 0 ax? + 2b'xy + «y? = 0 


sont confondues si et seulement s’il existe « € R* tel que (4°, b’, c'} = œ.{a, b, c). 
Par contre x? + y? = 0 et x? + 2y? = 0 représentent deux gerbes confondues, puisque 
réduites à {0}. 


3° Cas du plan affine euclidien. — Ici 6 est euclidien, (O, ï, j) est orthonor- 

mal. Étudions la gerbe & d’équation cartésienne : 
ax? + 2bxy + cy? = 0. 
Introduisons pour cela la forme quadratique : 
DER Gi + ÿjÿ) + ax? + 2bxy + cy?. 

Nous savons qu'il existe une base orthonormale (J, J) de E dans laquelle ® 

s'écrit : 
(XI + YJ) > ÀX? + pr? 


b 
] et où J et J sont les 


où À et u désignent les valeurs propres de M = Ê 
c 


vecteurs propres du u € (E) défini par : 
Mat (u; (i j) = M 
Nous avons d’ailleurs : À + u = 4 + cet Àu = ac — bi. 


Si nous nous limitons au cas où & est constitué de deux droites contenant O 
(ce qui équivaut à ac — b? < 0), nous en déduisons alors aisément : 


a 
— L’angle 8 des deux droites 2, et ®, constituant &, 6€ k :l vérifie 


8 


PO la + | 
tg—_— /—-,etdonccotg 9 — 
F2 Ÿ bu Ë à 


; . En particulier &est constituée de 
b 


ac 
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deux droites orthogonales si et seulement si a + c = 0 (notons que a + c = 0 
implique ac — b? < 0). 
— Les bissectrices des droites ®, et 2, constituent la gerbe d’équation : 


b(y? — x?) + (a — cxy = 0 


Ces bissectrices sont en effet les droites O + RJet O + RJ':ilsuffit donc d'écrire 
que le vecteur xi + yj est soit nul, soit propre pour l’endomorphisme u ce qui 
équivaut à : 

x ax + byl 


y bx +cy 


7.2.3. Le cercle 


$ (&, E) est ici un plan affine euclidien; tous les repères i 
considérés sont orthonormaux. 


1° Premières propriétés. — RAPPEL D'UNE DÉFINITION, — Étant donné un 
point © de & et un réel R strictement positif, on appelle cercle de centre «, de rayon 
K l’ensemble € des points de & dont la distance à © est égale à R. 


L’ensemble des points de # dont la distance à w est strictement inférieure 
(resp. strictement supérieure) à R porte le nom d'intérieur (resp. d'extérieur) du 
cercle €. De la définition d’un cercle il résulte que toute droite contenant son 
centre (appelée diamètre), est un axe de symétrie du cercle ; il en résulte aussi que 
le centre est un centre de symétrie du cercle, On constate que les diamètres et le 
centre sont respectivement les seuls axes et centre de symétrie d'un cercle. 

Deux points a et b d'un cercle @ symétriques par rapport au centre sont dits 
diamétralement opposés; on dit encore que € est le cercle de diamètre (a, b). 


REMARQUE. — Dans la définition adoptée ici, le rayon R est strictement positif, ceci en accord 


avec la terminologie topologique du 111.2.3.1. Cependant il nous arrivera de considérer lecas R — 0, 
à savoir le cas d’un sous-ensemble € de # réduit à un point w ; nous parlerons alors du cercle-point «@. 


4 Jusqu'à la fin du 1°, @ = (O, i, j) est un repère orthonor- Ë 
mal donné 


Proposirion. — Le cercle € dont le centre © a pour coordonnées (x, B) et dont 
le rayon est R admet l'équation cartésienne : 


x? + y? — 2ux — 2By +y=0 avec y = x? + B?— R? 
qui est dite équation normale de €. 


RÉCIPROQUE. — Étant donné (a, B,)e R°, si w est le point de &# de 
coordonnées (a, B), le sous-ensemble € constitué des points de & dont les 
coordonnées (x, y) vérifient : 


x? + y2 — 2ax — 2By + y =0 
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est : 
— l'ensemble vide si &? + B? — y < 0; 
— le cerele-point © si &«? + 8? — y = 0; 
— le cercle de centre &, de rayon : 


R = Ver 7 si a +fp2—-y>0. 


La proposition et sa réciproque résultent trivialement de ce que, pour tout 
me & dont les coordonnées dans le repère Z sont (x, y) : 


lomif = x2 + y? — 2x — 2By + a? + 2. 


Cette égalité montre aussi que l'intérieur (resp. l'extérieur) du cercle & est 
l'ensemble des me # dont les coordonnées (x, p) vérifient : 


x? + p2 — 2ox — 2By + y < 0 (resp. x? + y? — 2ax — 2By + y > 0). 


REMARQUE. — Plus généralement étudions # & & d'équation cartésienne : 
at? +3} +bx+cy+d=0  (abcedeR. 


— Sia = 0, l'étude est faite au 7.2.7, 1°. 
— Si a # 0, .# admet l'équation : 


x? + 32 + bat lx + ea! + dat =0 
et on peut se reporter à la réciproque qui précède. 
Étant donné un cercle € de # et deux repères orthonormaux % et #’, le 
lecteur vérifiera qu'en remplaçant respectivement x et y, coordonnées de me # 
dans le repère en fonction de x’ et y’, coordonnées de m dans le repère #’, 


lPéquation normale de € dans % se transforme en l'équation normale de € 
dans #”. 


2° Intersection d'une droite et d'un cercle. — Soient € un cercle, de centre © 
et de rayon R, et une droite sur laquelle w se projette orthogonalement en a. 
Par simple application du théorème de Pythagore, nous constatons que : 
+ 
— Sillwall > R, alors € n ® = f; 


—+ 
— Sillwal| = R,alors& n @ = {a};ondit alors que est une tangente au 
cercle €; 


_ 
— Si |lwal| < R, alors € n% est constituée des deux points de % dont la 


distance à a est / R? — |lwalf?. 


Notons qu'étant donné me €, il existe une et une seule tangente à € qui 


— 
contient m (sa direction est orthogonale à wm). 


e En utilisant l'expression analytique de la distance d'un point à une droite, on justifie : 


DÉFINITION. — & étant rapporté à un repère orthonormal #, si w admet pour coordonnées (o, B), 
alors : 
Ga + vf + h}? — Ru? + 02) = 0 
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qui est une condition nécessaire et suffisante pour que la droite d'équation 
ux +uy+h=0 
soit tangente à %, est appelée une éguation tangentielle du cercle €. 


REMARQUES. — 4) Nous avons défini ici a priori une tangente à un cercle. Nous verrons au tome 
Vqu'iln'y a pas contradiction avec la notion générale de tangente à un sous-ensemble de #4. 


b) La droite contenant w, centre de , et orthogonale à # est un axe de symétrie de # n%. 


Application : intersection de deux cercles. — Soient &, et €, deux cercles 
distincts de &, de centres w, et w,, de rayons R, > Oet R; > 0. 

Toute droite contenant &@, et w, étant axe de symétrie pour €, n €,,ilest 
possible de choisir un repère orthonormal (©, i, j) tel que €, et €, admettent 
respectivement pour équations : 


x?+ y = R? et (x — d)? + y? = RI 
— 
avec d = ww! et donc d > 0. 
D'où €, n€,=%€, n ®, où ® est le sous-ensemble de & d'équation : 
2dx = d? + R? — R1 
— Sid = 0 (cercles concentriques), alors 2 = Get €, n €, = @. 


— Étudions maintenant lecas d # 0. Ici Ÿ est une droite dont la distance à 
o, est 


ë = [d? + R? — R2}/24. 
Il s’agit de comparer 8 et R,, et donc d'étudier le signe de : 


(d? + RÊ — R3)° — Ad? RE = ((d + R;Ÿ — RA(4 — RiŸ° — R3) 


1% Cas :|d — R;| < R, < d + R,, ce qui s'écrit : 
IR —-R]<d<R;, +R. 
€; n ,est constituée de deux points symétriques l'un de l’autre par rapport à 
la droite ©,0,; on dit que les deux cercles sont sécants. 
2° Cas: déliR, —-R;,R, +R] lié, n €, = G. 
3° Cas: d=R, +R; % est tangente à €, et à €, au point a de 


coordonnées(R,, 0]. Ona@, n €, = {a}. Comme visiblement &,\{a} est inclus 
dans l'extérieur de €, on dit €, et €, sont tangents extérieurement en a. 


4 Cas: d = IR, — R,|. L'étude précédente vaut, à cela près que, si par 
exemple R, > R;, €,\{a} est inclus dans l'intérieur de €, et on dit que €, est 
tangent intérieurement à €, en a. 

(Le lecteur fera les figures correspondant aux divers cas.) 


REMARQUE, — À priori nous savions (inégalité triangulaire} que 
Ri-RISA<R +R 


est une condition nécessaire pour que 6, n 6, # Q. 
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3° Angle de deux cercles; cercles orthogonaux. — THÉORÈME ET DÉFINITION. 
— Soient €, et €, deux cercles distincts de centres w, et w,, de rayons R, > Det 
— 
R; > 0, tels que &, n €, # @. Alors l'écart angulaire des vecteurs m@, et 
= 
mo, est indépendant de me%, n €, ; on l'appelle angle de €, et €, ; on a : 


Ri +R — ljw,@,|P 
1 
COS Q = et e [0, x]. 
p 2RR, e[0, x] 
Les deux cercles sont tangents intérieurement (resp. extérieurement) si, et 
seulement @ = 0 (resp. ®@ = 7). 
Si @ = x/2 on dit que les deux cercles sont orthogonaux. 


us 


F1G. 10. 


6, n €, est en effet formé d’un point ou de deux points symétriques par 
rapport à Aff (w,, w.), qui est une droite puisqu’ici ©, # ®. 
On a immédiatement : 


PROPOSITION. — Pour tout couple (&,, #,) de cercles de centres ©, et w;, de 
rayons R, > O0 et R; > 0, les assertions suivantes sont équivalentes : 


ï) €, et €, sont orthogonaux; 


ïi) €,et®, sontsécants, etentout me, n €, lestangentes à €, et €, sont 
orthogonales; 


ii) [lo@,lf = Ri + Ri; 


iv) 2, + Bible) = Yi + Ya, Où x? + y? — 2ax — 2B;y + y; = 0, 
ie N,, sont les équations des €, dans un même repère orthonormal. 


REMARQUE. — Les assertions iii) et iv) sont vraies lorsque l’un des cercles #, où €, est un cercle 
point inclus dans l’autre, qui peut être lui-même un cercle-point. Dans ce cas, on convient de dire 
encore que les deux cercles sont orthogonaux. 


4° Puissance d'un point par rapport à un cercle. — DÉFINITION. — Étant 
donné un cercle € (éventuellement un cercle-point) de centre &, de rayon R, on 
appelle puissance du point m € & par rapport à € le réel : 
L'(m) = floml? — R?. 


Notons que l(m) = 0 (resp. ln) > 0; resp. Fm) < 0) si, et seulement si 
me % (resp. m est extérieur à €; resp. m est intérieur à €). 
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Si x? + y? — Dax — 2fy + y = 0 est l'équation normale de € dans un 
repère orthonormal Æ, et si m a pour coordonnées (x,, y.) dans Æ, alors : 


Fm) = x + y£ — 2x, — 2Byo + Y. (1) 
En particulier, y est la puissance de l’origine © par rapport à €. 


DIFFÉRENTES INTERPRÉTATIONS. — Âvec les notations du théorème : 


a) Si p et g sont des points diamétralement opposés de €, alors l(#) est le 
+ 
produit scalaire mp .mg. 


> — + > > + + > 
Résulte de mp.mg = (mo + @p).(m® + wg) et de &g = — op. 


b) Si une droite Z contenant " : 
— coupe & en deux points distincts a et b, alors l(m)= ma.mb; 
— est fangente en a à &, alors (mn) = (mal. 


On utilise a), en remarquant que, si a’ désigne le point diamétralement 
opposé à a sur €, la projection orthogonale de a’ sur 2 est, suivant le cas, bou a, 


: + — ; + — nn 
ce qui montre que l(m) = ma.ma' est, suivant le cas, ma.mb ou |lnal}. 


REMARQUES. — a) En utilisant la définition de la puissance ou l'interprétation b)on constate que, 


pour tout ae €, un point m € # appartient à la tangente en a à € si, et seulement si T(m) = |Imal|?. 

On peut en déduire les tangentes à € contenant m € # donné. On obtient : 

— Si F{m) < 0, aucune solution; 

— Si l{m) = 0, une solution, la tangente en mà €; 

— Si l(m) > 0, deux solutions, les tangentes à € aux deux points qui constituent l'intersection 
de € et du cercle centré en m, de rayon ,/T(m). 

b} Si on adjoint à € le cercle €’ de centre w', de rayon R'’, on constate que l'urthoyonalité de € et 
€' équivaut à T{ew'}) = R'?. 


Axe radical de deux cercles. — PROPOSITION. — Étant donné deux cercles 
distincts €, et €, (éventuellement des cercles-points) de centres respectifs w, et ;, 
l’ensemble des points de # qui ont même puissance par rapport à #, et &, est : 

— l'ensemble vide si ©, = ©.. 

— une droite Zsiw, # ©. Dans ce cas ©, dont la direction est orthogonale 


——— 
à w,0), est appelée axe radical des cercles non concentriques &, et €. 


Soient x? + y? — 2a;x — 2fy + y; = 0 des équations normales des €, 
teN,, dans un repère orthonormal quelconque Æ. 
Pour tout me &, la condition L,(#) = T,(m) s'écrit : 


262 — x + 2083 — Bip + 1 — Y2 = ©. 


Sio, = w,,ona:a, = wetB, = f,,mais : y, # y,, puisque #, # 6,.Si 
6, #Awona:(o, # a) v (B # Bi) =] 
e Soient €, et #, deux cercles non concentriques (©, # w,) d’axe 
radical Z. Les trois ensembles &, n €;,,€, n %,%€, n 9 sont constitués des 
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points ayant une puissance nulle par rapport à €, et €, ; ils coïncident donc. Soit 
{h} = 9 n Aff(@;, @). 

— Si h est extérieur à l’un des cercles, il est extérieur à l’autre; les trois 
ensembles sont vides; 

— Si h appartient à l'un des cercles, il appartient à l’autre et 2 est une 
tangente commune aux deux cercles, les trois ensembles s’écrivent {h}; 

— Si h est intérieur à l’un des cercles, il est intérieur à l’autre; les trois 
ensembles s'écrivent {a, b} où a et b sont distincts et symétriques lun de l'autre 
par rapport à h. 

(Le lecteur est prié de faire les trois figures correspondantes.) 


REMARQUE. — Parmi les points me %, h est celui qui réalise le minimum de la puissance 
commune l(m) par rapport aux deux cercles €, et €. 


Centre radical de trois cercles. — Prenant trois cercles deux à deux distincts, €;, de centres 
respectifs w,, ie N;, nous pouvons étudier l'ensemble des points de & ayant même puissance par 
rapport à ces trois cercles. 

a) Si deux des centres sont confondus cet ensemble est vide. 

B} Si les trois centres ©; sont deux à deux distincts, nous disposons, pour i, j, k distincts, de l'axe 
radical %, de € ;et €,. L'ensemble cherchéest , n ®, (quiest aussi Z, à D,et 9, n G;). D'où : 


— Siles w; ne sont pas alignés, ®, et 3, ont un unique point commun qui est dit centre radical 
des €,ieN;; 

— Si les w; sont alignés et si 2, et Z, sont parallèles et distinctes, l'ensemble est vide, 

— Si les w; sont alignés et si , = ®,, l’ensemble cherché est % ; cette situation sera reprise 
au 6°. 


5° Points conjugués par rapport à un cercle. — DÉFINITION. — Étant donné 
un cercle&, deux points m, et m, de & sont dits conjugués par rapport a € si et 
seulement si le cercle de diamètre (m,, m,) (qui est éventuellement un cercle-point) 
est orthogonal à €. 


PROPOSITION. — € étant rapporté à un repère orthonormal , si € a pour 
équation normale x? + y? — 20x — 2By + y = 0, pour que m, et m,, de coordon- 
nées respectives (x,, V1) et (x, y), soient conjugués par rapport à €, il faut et il 
suffit que l'on ait : 


X1%2 + V1V2 — Qx1 + X2) — BC: + ya) +7 = 0 ©) 


Le cercle de diamètre (m,, m,) est l'ensemble des m e & vérifiant 


— —> 
mm, .mm; = 0. 


Il admet dans & l'équation normale : 
27 + PP — Gi + x2)X — (pa + 2)Y + XX + Via © 0. 


La condition d’orthogonalité de ce cercle (qui est éventuellement un cercle 


point) et de € n'est autre que (2). O 


REMARQUE. — Un point me & est conjugué de lui-même par rapport à € si, et seulement s'il 
appartient à €. 


RAMIS. — Math. Spéc. 2. Algèbre 8 
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Polaire d'un point. Pôle d'une droite. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Étant 
donné un cercle € (autre qu’un cercle-point), de centre © et un point m'e 6, 
l'ensemble des conjugués de m par rapport à € est : 

— l'ensemble vide si m = &; 


M LA 
— une droite orthogonale à om sio # m;dans ce cas ? est appelée la polaire 
de m par rapport ax cercle €; elle ne contient pas ©. 


Prenons un repère orthonormal Æ# de & dans lequel € a pour équation 
normale x? + y? — R? = 0.Si(xe. vo) sont les coordonnées dem: pour que n, de 
coordonnées (x, y) soit conjugué de m par rapport à ©, il faut et il suffit que l’on 
ait : 

XoX + Yoy — R? = 0. 


Le lecteur achévera la démonstration. 


THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Étant donné un cercle € (autre qu'un cercle- 
point), de centre & et une droite ne contenant pas ©, il existe un point # € é’etun 
seul tel que Z soit la polaire de #1 par rapport à €. Ce point, qui est distinct de «, est 
appelé le pôle de la droite @ par rapport au cercle €. 


Les notations étant celles du théorème précédent, Z a une équation : 
ux +vy+h=0, avec (u,v) # (0,0) et h ZOO. 
Soit me &#\{w}, de coordonnées (xs, Yo). Sa polaire #' a pour équation : 
XoX + Yo — R? = 0. 
On a #' = P si, et seulement s’il existe À € R\{0} vérifiant : 


Xo = A) À (Yo = Àv) À (— R? = Àh) 


c'est-à-dire si, et seulement si x, = — R?u/h et y, = — R?v/h. 


Nous disposons ainsi de l'application de &\{w} sur l'ensemble des droites de 6 ne contenant pas 
&, qui à m fait correspondre sa polaire par rapport à #; cette application est une bijection: 
Fapplication réciproque est l'application qui à une droite ne contenant pas w fait correspondre son 
pôle par rapport à €. 


6° Faisceau linéaire de cercles. — DÉFINITION. — € étant rapporté à un 
repère orthonormal Z = (O, i, j), on considère deux cercles distincts #, et €,, 
d'équations normales respectives : 


Ti(m) = 0, avec Tim) = x? + y? — Dax — 2By+y,  ieN,. 


On appelle faisceau linéaire de cercles de base €, et €, l'ensemble 7 des 
cercles de & (y compris les cercles-points) admettant dans 4 une équation 
cartésienne de la forme : 


AP;6m) + kP,(m) = 0, Gi À) € R?. 


Notons d’abord que l'ensemble 7 dépend de #, et €,, mais non du 
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repère, ainsi que cela résulte de la remarque b) du 1°. Nous pourrons donc, pour 
étudier , choisir un repère Æ particulier. 

Notons ensuite que si À, = — À,, l'équation À, l,(m) + À,T,(m) = 0 
représente & si À, = 0, une droite ou si À, # 0. D'autre part si un cercle de 
est fourni par le couple (À;, X,), alors, pour tout k e R\{0}, le couple (kA,, kA:) 
fournit ce même cercle. Nous pouvons donc nous limiter aux couples (,, À.) de 
la forme (4, 1 — À). 

Pour tout À€eR, posons F; = AT, + (1 — A)F, et désignons par (À) le 
sous-ensemble de # dont une équation dans & est F,(m) = 0. 

F,{m) s'explicite sous la forme : 


x? + y — 2a(à)x — 2B(À)y + y), 
avec : 
a(à) = ka, + (1 — je, BA) = AB: + (1 — AB, 
YO = À + A — y. 
Nous pouvons écrire # = {@{(A)Ik € A}, avec 
A = {he RIe2(à) + B2(A) — y(A) > 0}. 


On notera que, pour À # À, (À) est l'ensemble vide. 

Pour k € À, le cercle @(X)e F admet pour centre le point de coordonnées 
(a(X), BG), c'est-à-dire le bar ycentre des centres w; et ©, de €, et €, affectés des 
coefficients À et 1 — À. 


PROPOSITION. — Si € et €’, sont deux cercles distincts de 7, le faisceau 7" de 
cercles de base #, et €, coïncide avec 7. 


I! est évident que Z* € #. Inversement supposons qu'avec la notation 
précédente &, et #, correspondent aux valeurs y, et p, du paramètre À. Nous 
avons : 


Fi Bl+O-m)l, FL = +4 -p)l. 


Comme en outre u, # L,, on en déduit deux égalités de la forme : 


Five, + var ieN. 


M 


CONSÉQUENCE. — On peut prendre pour cercles de base deux cercles distincts 
quelconques de 7 (éventuellement des cercles-points). 


Cercles du faisceau F contenant un point donné m,e&. — Ce sont les 
ensembles &(X) tels que : 
AT (m6) + (1 — A0) = 0. 


(Pour un tel À, &(À) contient m,, et donc est un cercle). 
— Siles puissances de m, par rapport à €, et €, sont distinctes, il y a une 
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solution unique; il s’agit du cercle dont une équation (pas nécessairement 
normale) est : 
LeUmo)l1(n) — Limo)l2(m) = 0. 


— SiT,(mo) = (mo) — ce qui signifie que €, et &, sont non concentri- 
ques et admettent un axe radical Z qui contient m, — alors aucun cercle de # ne 
contient m, Si Mo €, tous les cercles de # contiennent m, dans le cas contraire. 


Description du faisceau Æ de cercles de base €, et 6. — Reprenons l'étude 
du faisceau sous la forme # = {@(A)Ià € A}. 


a) Supposons que les cercles de base sont concentriques (@, = &@:). 
D'après ce que nous avons vu sur les centres, tout cercle de # est centré en @, ; 
d’autre part, par tout m, € €, il passe par m, un et un seul cercle de Z. Il en 
résulte que # est l’ensemble des cercles de centre w,; on dit qu’il s’agit d’un 
faisceau de cercles concentriques. 


b) Supposons que les cercles de base sont non concentriques (©, Æ &@;). — 
Tout cercle de # est centré sur Aff(w,,w,) qui est dite ligne des centres du 
faisceau. €, et €, admettent un axe radical , ensemble des points ayant la 
même puissance par rapport à tous les cercles de 7. Nous pouvons supposer que 
le repère a êté choisi de façon que O + Ri et O + Rj soient respectivement la 
ligne des centres et l’axe radical, ce qui revient à convenir que B, = f, = Oet que 
Y. et y ont une valeur commune notée y. Iei : 


Tom) = x2 + ÿ? — 2{ha, + (1 — Aja)x + y, & # 


L'application À > ka, + (1 — À)o, est une bijection de R sur R, ce qui permet 
d'introduire, pour tout ue R, l'ensemble C(u) d’équation : 


x + y Dux+y=0 où (x -p +7 =p? y (3) 
et d'écrire : 
F = {C{p)iu vérifie n? — y > 0}. 


1% Cas : y & 0. La condition p? — y > O est remplie par tout Le R; 
= {C{p)ln € Te. L'ensemble des centres des cercles de F est O + Ri. 


— Si y<O0, c'est-à-dire si &, n €, = {ab} avec a & b, alors # est 
l'ensemble des cercles contenant a et b. On dit que # (qui ne contient aucun 
cercle-point) est le faisceau de points de base a et b. 

— Siy = 0, c'est-à-dire si €, et €, admettent pour tangente commune 
en O, alors F est l’ensemble des cercles qui admettent pour tangente en O. On 
dit que # (dont le seul cercle-point est centré en O) est un faisceau de cercles 
tangents. 


2 Cas : y > 0. La condition p? — y > 0 s'écrit ici p #1 /x, VAL. ce 


qui conduit à introduire les points p = O — ri et g = 0 + ri i, qui se 
trouvent être les centres des deux cercles-points du faisceau.# est engendré par le 
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cercle de centrew = O + piet derayon /u? — y lorsque © décrit la partie de la 
droite O + Ri qui est extérieure à l'intervalle ]p, g[. On dit que Æ est le faisceau 
de points limites p et q. 


FiG. 11. 


REMARQUES. — 4) Dans le 2° cas, le faisceau Æ' de points de base p et g est Pensemble des 
cercles C! d'équation normale x? + y? — 2vy — y = O,avec ve R: le lecteur vérifiera que chacun 
des faisceaux # et Æ' est l’ensemble des cercles orthogonaux à tous les cercles de l’autre faisceau ; les 
deux faisceaux sont dits conjugués (sur la figure 11, on a traduit l'orthogonalité du cercle de diamètre 
{p, g) et de chacun des cercles de base de #}. 


b} & et 2’ étant des droites orthogonales se coupant en 0, et F et #° étant les faisceaux des 
cercles tangents en O à Det à Ÿ. il est manifeste (sans calcul) que les deux faisceaux sont conjupués au 
sens de la définition donnée dans la remarque a). 


a) Dans le cas où # admet deux cercles-points de centre p et g, on constate en adoptant ces 
cercles points pour cercles de base, que # est l’ensemble des sous-ensembles de # d'équations : 


— — . 
klmpll = klmgl, ŒukpeRiNOO et k #k 


Ilen résulte que l'ensemble des points de & dont le rapport des distances à deux points donnés p et q est 
une constante donnée, autre que 1, est un cercle du faisceau de points limites p et q. 


7° Propriétés angulaires du cercle. — THÉORÈME. — Soient € un cercle de 
centre &, et a, b deux points distincts de €. Alors (1) : 


ÿ) Vm e €\{a, b} &, &b (Kim, ax AT), b) 


il) &, désignant la tangente en a à € : 


— Pour me €\{a, b}, on écrit : 


a 
FL = > = EF = 
wa,Mm® = @a, ma + ma, ME. 


€) g désigne la bijection de l'ensemble © des angles orientés de droites dans l’ensemble 44 des 
angles orientés de demi-droites qui a êté définie au 2.3.4, 2°. 
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La symétrie orthogonale par rapport à la médiatrice de (a, m) donne : 


D 
> > > 
Ga, ma = — M, am = ma, MO. 


Ainsi :@a,m® = 2ma, mo, et, de même ob,mo —= 2 mb, mw. Par différence, on 


Ni RS qe 
en déduit wa, ob = 2 ma, mb, et i}. 


— Pour m = a, on remplace Aff (m, a) par &,, ma par un vecteur directeur 
de &,, et la médiatrice de (a, m) par AfT (a, ©). 
On déduit du théorème : 


CoOROLLAIRE. — Soient a et b deux points distincts de & et « € © un angle 
orienté de droites. On pose : 


NN 
4 = {me &\{a, b}|Af (m, a), A (m, b) = a}; € = æ LU {a, b}. 


— Si x = 0, alors € = Aff (a, b); 
— Six # 0, alors € est le cercle qui contient a et b et admet pour tangente en 


a la droite &, définie par : #,, A (a, b) = à. 


Vérification laissée au lecteur. 


8° Représentations paramétriques d'un cerele. — PROPOSITION. — € étant 
rapporté à un repère orthonormal (©, i, j), on donne le point w de coordonnées (c, B) 
et le réel strictement positif R. Alors l'application de R dans € : 


6 ++ O0 + (a + R cos 8)i + (f + Rsin6) 
a pour image le cercle € dont le centre est © et le rayon R. 
Tout point de l'image vérifie 
Ge — a)? + (y — f}? = R? (cos? 8 + sin? 6) 


et est donc un point de €. 
— Inversement, pour tout me €, il existe 6€ R tel que : 


&m = R (cos O)i + R (sin 6} 


REMARQUE. — Il est évident que la proposition est encore vraie si 0 décrit [o, & + 2n[.«eR: 
l'application envisagée est alors une bijection de cet intervalle sur €. 


ProposiTiON II. — Dansles mêmes hypothèses que la proposition I, l’applica- 
tion de R dans #, qui à t fait correspondre le point m de coordonnées : 


rit B&R 2t 
142 ? 1+r2 


X= a + 
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est une bijection de R sur le cercle & de centre w, de rayon R, privé du point de 
coordonnées, (x — R, f). 
Se déduit de la proposition I en faisant décrire à 8 l'intervalle ]— x, r[ (ce 


qui exclut le point correspondant à 8 = x) et en posant t = tg 0/2. mn 


Conformément à la définition de 5.4.4, les deux applications définies par les propositions I et Il 
constituent des représentations paramétriques respectivement du cercle € et du cercle € privé d’un 
point. 


9° Équation polaire d'un cercle. — Ici & est un plan affine afüine euclidien 
orienté, rapporté à un repère orthonormal direct & = (0, i, j). 

Soient € un cercle de centre & et de rayon R, et (x, B) les coordonnées du 
centre. L'équation normale de € est : 


x? + y? — Doux — 28y +y = 0, (y = a? + BR? — R?). 


Pour que le point me & dont (p, 6) est un système de coordonnées polaires 
appartienne à € il faut, et il suffit, que l'on ait 


p? — 2ap cos 8 — 2Bp sin 8 + y = 0. (à) 


Il en résulte que (4) est une équation polaire de €. 
— Réciproquement, il est évident que le sous-ensemble de & admettant une 
équation polaire de la forme (4), avec &? + ff — y > O est le cercle de rayon 


Va? + 8? — y centré au point de coordonnées (a, f). 


Un cas particulièrement intéressant est le cas y = 0. Alors : 


ProPosiTion. — Le cercle € de & qui contient O et qui a pour centre le 
point © € & de coordonnées cartésiennes (a, B) admet pour équation polaire : 
p = 2a cos 0 + 2f sin 6. (5) 


D'après (4), € admet pour équation polaire : 
(p = 0) V (p = 2x cos 8 + 28 cos 8). (6) 


On peut trouver 8, € R tel que 2a cos 8, + 28 sin 8, = 0. Le système (0, 8ç) de 
coordonnées polaires de © vérifie donc : 


p = 2a cos 6 + 2 cos 0. 


ce qui montre, compte tenu de (6), que (5) est une équation polaire de €. 


RÉCIPROQUE. — Étant donné (a, fi) € R?, le sous-ensemble de € qui admet (5) 
pour équation polaire est le cercle centré au point de coordonnées (&, B) qui 
contient ©. 


Tient à ce que lorsque y = 0, (5) équivaut à (4). 


REMARQUES. — a) Sous la forme ($}, le point à de coordonnées cartésiennes (24, 26) est 
diamétralement opposé à © sur €. Si (2r, @) est un système de coordonnées polaires de a, (5} s'écrit 
p = 2rcos(B — w). 
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b) Le faisceau linéaire des cercles centrés sur Ox (resp. Oy}et contenant O est constitué des cercles 
admettant une équation polaire de la forme 


p =2rcos@ (resp. p = 2r sin 6). 


<} Étant donné une inversion de pôle © de rapport k e R*, l'inverse d'un cercle contenant Oet 
privé de O est une droite ne contenant pas O et réciproquement. 


Y 


FIG 12. 


7.2.4. Les coniques 


1° Ellipses, hyperboles, paraboles. 
$ (#,E) est un plan affine euclidien $ 


DÉFINITION I. — Étant donné un point f € #, une droite affine Z de € ne 
contenant pas f et un réel e strictement positif, l'ensemble € des points m € & 
vérifiant : 


lil = elimAll 


où h est la projection orthogonale de " sur 2, est appelé : 


— une ellipse SO <e<i; 
— une parabole sie = 1; 
— une hyperbole si e > 1. 


On dit que f'est un foyer de €, que 2 est la directrice associée au foyer f, enfin 
que e est l’excentricité. 


La droite orthogonale à Z qui contient f est un axe de symétrie de €; on 
l'appelle axe focal de €. Nous noterons k la projection orthogonale de f sur 2, 


a 
nous poserons à = ||[fk|, p = ea, et nous dirons que p est le paramètre de €. 
DÉFINITION IT. — Les notations étant celles de la définition I on appelle : 


— + 
— intérieur de € l'ensemble {m € &{|Imf || < ejlmhll}; 


x _ 
— extérieur de € l'ensemble {me &\]mf |] > elimh||}. 
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On notera que f appartient à l’intérieur de €. 


REMARQUE. — Si nous modifions la définition 1 en adoptant f e 2, € devient : 

— l’ensemble vide sie < 1; 

— la droite orthogonale à ® qui contient f si e = 1; 

— un couple de droites contenant f, symétriques par rapport à ®, sie > 1. 

Étude d'une parabole . — Les notations sont celles de la définition 1, à cela 
près qu'ici e = 1 et que l’on écrit # au lieu de €. 

Le milieu s de (f, k) est un point de # appelé sommet. Nous adoptons le 
repère orthonormal # = (s, ë, j) tel que i = WI: les coordonnées de f sont 
ainsi (p/2, 0); celles de k sont (— p/2, O). 

Pour tout me &, de coordonnées (x, y), nous avons : 


Unie = Ge — 2) +»; UmAle = Ce + p/2. 


y 


FIG. 13. 


Il en résulte que Z admet l'équation : 
y? — 2px = 0 () 

— Réciproquement, étant donné le repère orthonormal (s, i, j) et le réel 
non nul p, le sous-ensemble de & d’équation cartésienne y? — 2px = O est la 
parabole Z dont un foyer est le point f de coordonnées (p/2, 0) et dont la 
directrice associée à f est la droite d'équation x = — p/2. 

e Le lecteur vérifiera que l’intérieur et l’extérieur de Z sont respectivement 
caractérisés par : 

y —2px <0 et y? — 2px > 0. 
D'autre part on dispose des représentations paramétriques bijectives de  : 
y? 
YRO+—iX y} yeR, 
2p 


et tt O + 2pri + Dpt, teR. 


224 ÉTUDE DE QUELQUES ENSEMBLES REMARQUABLES 7.2.4 


REMARQUES. — a) En utilisant une représentation paramétrique de #, on voit qu’une droite 
rencontre # en au plus deux points, et qu’en particulier une droite parallèle à l'axe focal rencontre # 
en un point et un seul. 


b) # est l'ensemble des points m e & qui sont centre d’un cercle contenant fet dont Z est une 
tangente. 


c) La droite orthogonale en f à l'axe focal rencontre # en deux points net n', dont la distance à f 
est p. 


Étude d'une ellipse €. — Les notations sont celles de la définition I; ici 
0O<e<i. 


Adoptons provisoirement le repère orthonormal : 


R = (fi) tel que i- LAIT: 


les coordonnées de k sont ainsi (a, 0). Pour tout me &, de coordonnées (x, y), 
nous avons : 


_ + 
If = x? + y ml = (x — of. 
Il en résulte que € admet l'équation : 
x? + y? = e?(x — à)? 


qui, compte tenu de 0 < e < À s'écrit : 


x + e?x/(1 — e?)\? 2 
( K : ) à y | 6 @ 
ex/(l — e°) {ea Ji — e7ÿ 
Posons : 
ex p ex P 
a = : Le b = = ; c = ea 
L—e? 1-—e 1e 1-e 
ce qui entraîne c = ,/a? : 
+ 
Soient © tel que fO = — ci et #' le repère orthonormal (0, i, j). De (2) on 
déduit une équation de € dans #7’, à savoir : 
x? y? 
ty leo avec 0 <b<a. G) 


— Réciproquement, soit € un sous ensemble de & admettant dans un 
repère orthonormal #7, (3) pour équation cartésienne. [ntroduisons le point f de 
coordonnées (c, 0) dans #',avecc = ,/a? — b?, la droite % d’équation x’ = a?/c 
et le réel e = c/a. On a O < e < 1 et une transformation triviale de (3) en (2) 
montre que € est l’ellipse de foyer f, de directrice associée 2 et d’excentricité e. 

e L'équation de € dans le repère #' fournit les résultats suivants : 

— © est un centre de symétrie de €; 

— La droite O + Riest un axe de symétrie de €, que l’on a déja appelé axe 
focal et qui porte aussi le nom de grand axe; elle coupe € aux points À = © + ai 
et À’ = O — ai qui sont appelés des sommets de €. 
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— La droite O + Rjest un axe de symétrie de €, dit petit axe; elle coupe € 
aux sommets 


B=0O+b et B=0-—bj 


FiG. 14. 


— Si l’on considère le point f’ et la droite 2 respectivement symétriques de 
f'et de 2 par rapport à O, on constate que est aussi l’ellipse de foyer f', de 
directrice associée Z' et d’excentricité e. 

— Une droite dirigée par j, x’ = h, rencontre € en deux points symétriques 
par rapport à O + Risi|h| < a,en Asih = a,en A'sih = — a;elle ne rencontre 
pas € si h| > a. On étudie de même l'intersection de € et d’une droite dirigée par 
le vecteur i. 

— L'intérieur et l'extérieur de € sont respectivement caractérisés par : 


x'?/a? + y2?/b? — 1 <0 et x'?/a? + y?fb? — 1 > 0. 


— Les cercles €, et €, de rayons a et b et de centre commun © sont 
respectivement appelés cercle principal et cercle secondaire de l'ellipse €; celle-ci 
se déduit de €, par l'afhnité orthogonale g, d’axe O + Riet de rapport b/a, de €, 
par l’affinité orthogonale g, d'axe O + Rj et de rapport a/b. 

On en déduit que l'aire de l’intérieur de € est tab. 

On en déduit aussi, pour tout y € R, le paramétrage bijectif de € : 


p + O + (acos hi + (b sin pi, pely,y +27. 


On constatera que, pour tout me, les points O, m, — g; !(m) et 
m, = g2 (m)sont alignés (fig. 14). 
On dispose aussi du paramétrage bijectif de €\{4'} : 


1-8. D ».; 
t »0+a i+b sh teR. 
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REMARQUES. — a) En utilisant une représentation paramétrique de € on voit qu’une droite 
rencontre & en au plus deux points. 


b) La droite orthogonale à O + Ri qui contient f rencontre # en deux points n et n' et l’on a : 
A ra 
ll = 1e e. 


Exercice. — Le lecteur vérifiera que € est l'ensemble des points me # 
satisfaisant à : 


A ww! 
Int + Him = 24. 


Étude d'une hyperbole #. — L'étude commence comme dans le cas de 
—+ — 
l'ellipse, à cela près qu'ici e > 1 et que l’on adopte i = — jfk|| * fk, ce qui 
entraîne que Y admet dans le repère Æ%=(fij) l'équation 
x? + y? = e2(x + à)? qui s'écrit : 


É + e2a/(e? — )] y? o & 
eaf(e? — 1) (ea/ Je? — 1} 
Posons : 
ea p ea p 
a => $ b = ; c = ea 
e—1 e-1 CE ei 
ce qui entraîne ç = ./a? + b?. 
Dans le repère orthonormal # = (0, i, j) tel que FO = — ci, # admet 
l'équation : 
x y? 
ed (5) 


— La réciproque s'établit comme pour l'ellipse. 

e O est centre de symétrie; O + Ri et O + Rj sont axes de symétrie; on 
introduit les sommets, points d’intersection À et 4’ de .# et de l'axe focal O + Ri 
qui est dit axe transverse: son intersection avec # étant vide, la droite O + Rjest 
dite l'axe non transverse; ici encore on dispose d'un second foyer et d’une 
directrice associée. 

— On étudie aisément l'intersection de # avec une droite parallèle à l’un 
des axes. On constate enfin que l'intérieur et l'extérieur de .#° sont caractérisés 
dans le repère #' par : 

x y x 
Hip 1>0 et ER 


— En outre les applications : 
p += O0 + (ach ji + (bshp}ÿ [resp. p + O — (a ch @ji +(b sh ph] 


de R dans la partie #, (resp. #,) de # incluse dans le demi-plan x > 0 
Cresp. x’ < 0] sont des bijections. #, et #, portent le nom de branches de 
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l’hyperbole #. * Ce sont les deux composantes connexes de #, considérée 
comme sous-ensemble de & muni de sa topologie naturelle. , 

En exprimant ch ® et sh ® en fonction de 5 = e° ou de t = th @/2, on 
obtiendrait d'autres représentations paramétriques de #. 


D 


Fic. 15. 


— La gerbe des deux droites contenant © représentée dans Æ' par 
x'?/a? — ÿ'?jb? = O sera étudiée au tome V sous le nom de gerbe des asymptotes 
de #. Contentons nous de dire ici qu’elle coupe le cercle de diamètre (f, f”) en 
quatre points dont les projections sur Ox sont les sommets À et 4’ (fig. 15) ce qui 
justifie les formules : 


cos W = afc = . sinÿ = b/c (fig. 15). 


L’hyperbole est dite équilatère lorsque les asymptotes sont orthogonales ce qui 
s'écrit a = b, et aussi e = 2 

— Les remarques faites au sujet de l’ellipse s'étendent; en particulier : 
3 est l'ensemble des m € € vérifiant ml — ll = 2a. 


CoMPLÉMENT. — À titre d'exercice, le lecteur montrera qu'une parabole n’a 
qu'un foyer et donc qu'une excentricité, qu'une ellipse (resp. une hyperbole) n’a 
que deux foyers et qu'une excentricité. Il en déduira que les trois sous-ensembles 
de ?(#) respectivement formés des paraboles, des ellipses et des hyperboles sont 
deux à deux disjoints. 


2° Équation polaire d'une parabole, ellipse ou hyperbole dont un foyer est 
lorigine. — On suppose ici que (#, E) est affine euclidien orienté. 


— On donne le réel e > 0, la droite ® € éetle point f & 2; on noteket h 
les projections orthogonales de f et de me & sur ®; on pose 


ifl=me-p et €={meéilml = elml}. 
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On a vu que, dans le repère orthonormal direct Æ = (f, i, j) tel que 
i - LAIT, € admet l'équation cartésienne : 
x?4+ y? = e2(x — a)? (6) 
et donc léquation polaire : 
p? = e7(pcos 6 — a? @ 
qui s'écrit (compte tenu de ex = p): 


(pl + e cos 8) — pX— p{l — e cos 8) — p) = 0. 


FIG. 16. 


D'où € = 4, L €;, €, et €, admettant les équations polaires respectives 


(8) f(P0 =0 et  g(p,0) =0 (2) 
avec : 


f{p,8) = pi +ecos@)—p et  g{p,8) =f(— p,8 + n). 


Il en résulte que (9) est aussi une équation polaire de €, etque €, = ©, = €, si 
bien que (8) et (9) sont deux équations polaires de €. Énonçons : 


Proposirion. — L'ensemble € admet dans le repère Z l'équation polaire : 


pi +ecos 8) = p (8) 


— En remarquant que si un ensemble admet (8) pour équation polaire, il 
admet a fortiori (7) pour équation polaire et (6) pour équation cartésienne, on 
vérifie : 


RÉCIPROQUE. — Étant donné les réels strictement positifs e et p, et le repère 
orthonormal direct Z, l'ensemble qui admet p(1 + e cos 8) = p pour équation 
polaire dans Z est, selon que e = 1,e < 1 oue > 1, une parabole, une ellipse ou 
üne hyperbole dont l’excentricité est e, dont un foyer est l’origine, la directrice 
associée admettant p cos 9 = p/e pour équation polaire. 
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REMARQUE. — Considérons la fonction de R vers # qui à 8 fait correspondre le point m qui 
admet (p/{1 + e cos &), 6) pour système de coordonnées polaires. Cette fonction induit : 

— sie < !, une bijection de [y, y + 21{ sur l'ellipse € (y arbitrairement choisi), 

— sie 1, une bijection de ]— x. af sur le parabole €; 

— sie >, une bijection de }— x + 4,n — ÿ[ U Jr — W,x + YC sur l'hyperbole € (4 
désigne Arc cos L/e). 


e Rotation des axes. — Si l'on convient de définir le repère orthonormal 
direct % = (f, i, j) par 
FES 17 dl 4 : 3 
IE J% = (cos ohi + (sin p}j, 
il y a lieu de reprendre la proposition en remplaçant (8) par : 
pti +ecos(8 — p)) = p. 


— Quant à la réciproque, elle reste vraie si on y remplace 6 par 8 — ç. 


On notera que les équations polaires considérées dans la réciproque s'écrivent : 
(€) l/p = acos4 + bsin8 + c:; l/p = acos8 + bsin@ (2) 


avec (a, b} # (0, jet c # O. 
D'autre part les extrémums de p, considéré comme fonction de 8, correspondent à des sommets 
de €. 


3° Les coniques d'un plan affine. 


(#, E) est provisoirement un plan affine pas nécessai- 
rement euclidien. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient % = (O, i, j) et #' = (0", à, j') deux 
repères de &. Si, dans le repère Z, un sous-ensemble € de & admet pour équation 
cartésienne : 


(Om) + Er) = 0 


où ® est une forme quadratique non nulle sur E et @ une forme affine sur &, alors 
dans #', € admet pour équation cartésienne : 


D(O'm) + p'{m) = 0 


où +’ est une forme affine sur #. 
Un tel sous ensemble € porte le nom de conique. 


Désignons par la forme polaire de D. Nous avons : 


D(Om) + pm) = D(O'm) + 2Y(00°, Om) + (OO!) + pm). 
Or m + 2ÿ(00/, Om) + p(n) + D(00!) 


est manifestement une forme afhne sur €. 
On retiendra que la forme quadratique ® ne dépend pas du repère. 
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Notations. — Nous nous proposons d'étudier, dans le plan affine & rapporté 
à un repère Æ# = (0, i, j), la conique € qui admet pour équation dans Æ, 
P(x, y) = 0 avec : 


PC, y) = D(xi + yj) + 2dx + 2ey +f 
où : Dxi + pjÿ) = ax? + 2bxy + cy°. 


Nous posons : 


_ a b 
M = Mat(®; (à, j) = Ë el 


Recherche d'un centre éventuel. — Nous dirons que O’ e & est un centre de 


—+ 
€ si, et seulement s'ilexiste k e R tel que D(0'm) + k = 0 soit une équation de € 
(cette condition entraîne que O’ est un centre de symétrie de €). 


Étant donné le point & = © + xoi + y4j, nous considérons le nouveau 
repère #' = (w, i,j) et, dans Æ’, nous disposons de l'équation cartésienne 
Q(x’, y'} = 0 de & avec: 


QC, y) = D(xi + yÿ) + P(xo Yo} 
+ 2(ax, + by, + d}x' + 2(bx, + cp, + e}y. 


On en déduit que « est centre de € si, et seulement si (x,, y.) est solution du 
système : 
(ax + by + d = 0} À (bx + cy + e) = 0 (10) 


La discussion fait intervenir det M = ac — b°. 


1e Cas : ac — b? Z£ 0, ce qui signifie que d'est non dégénérée, et encore que 
la gerbe d’équation ax? + 2bxy + cy? = Oest soit réduite à {0}, soit constituée 
de deux droites. Ici (10) est un système de Cramer,; € admet donc un centre 
unique ; on dit qu’il s'agit d’une conique à centre. 

2° Cas: ac—b?=0; ®D est dégénérée; la gerbe d’équation 
ax? + 2bxy + y? = 0 est une droite. On dit qu'il s’agit d’une conique du genre 
parabole; (10) montre que ou bien elle n’admet aucun centre, ou bien elle admet 
une infinité de centres qui sont les points d’une droite. 

Nous ne pousserons pas plus loin l'étude des coniques d’un plan affine 
quelconque. 


4° Les coniques d’un plan affine euclidien (8, E). 
? Tous les repères considérés sont orthonormaux. $ 
e Étude d'une conique à centre. — Nous poursuivons le calcul précédent 


dans le cas ac — b? # O0. Nous avons déterminé le centre & et le repère 
@ = (@, i, j) dans lequel # admet l'équation cartésienne : 


ax? + 2bx'y + cy?+ff=0,  f'= P(xe Vo). 
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Éliminons le cas f” = 0, qui correspond à ow € € (la conique est alors une gerbe 
réduite à {@} si b? — ac < O et formée de deux droites contenant & si 
b? — ac > 0). 

Nous étudions donc : 


= meëélb(om)+f =0), avec f'#0 


Pour cela, nous utilisons la réduction de la forme quadratique d dans le groupe 
orthogonal de E, ce qui nous conduit à introduire l'endomorphisme symétrique u 
de E défini par : 


VveE (vo) = u(v).v 


Comme ®, 4 ne dépend pas du repère. 
Nous avons : 


a b 
Mat(u; (i, j) = Mat(@; (i, j)) = É A 
Posons : 


DÉFINITION. — Toute direction de droites de & dirigée par un vecteur propre de 
u est dite direction principale de la conique €. 


Nous savons (2.2.1.) que le polynôme caractéristique de west scindé sur Ret 
qu’il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u. 

L’équation 1? — (a + c}t + ac — b? = 0 admet donc deux racines à et y, 
éventuellement confondues, non nulles puisque ac — b? Æ O,quisont les valeurs 
propres de u. Le discriminant de l'équation s’écrivant (a — ec)? + 4b?, nous 
avons : 


1 Cas: a = cet b = 0. Ici À = hp = a, avec a # 0. Toute direction de 
droites de & est une direction principale. Toute base orthonormale (1, J) de E est 
constituée de vecteurs propres de u, et dans tout repère orthonormal (@, 1, J), € 
admet a(X? + Y?) + f' = 0 pour équation. 

€ est vide sia”!f" > 0; c’est un cercle de centre w si af" & O (l'équation 
de € dans le repère Z fournissait d’ailleurs ce résultat). 


2° Cas : a Æ# c ou b Z 0. Ici À et p sont des racines simples de l'équation 
caractéristique ; les sous-espaces propres associés sont des droites vectorielles 
orthogonales que nous pouvons écrire RJ et RJ, où J et J sont des vecteurs 
unitaires ; en d’autres termes, € admet deux directions principales, qui sont 
orthogonales. Dans le repère orthonormal #' = (w, 1, J), € admet l'équation 
cartésienne : 


AX? + pu}? + f = 0. 


Discutons suivant les signes des réels non nuls À, li et f”. 
à) Siac — b? > 0, alors sgn À = sgn y. Si sgn À = sgn (— f’), alors € est 
une ellipse de centre w, d’axes @X et @Y; sinon € = @. 
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8) Si ac — b? < 0, alors sen À = sgn (—u); € est une hyperbole de centre 
©, d’axes wX et wY. Elle est équilatère si, et seulement si À + p = 0, ce qui se 
traduit dans l’équation initiale par a + c = 0. 


e Étude des coniques du genre parabole. — Nous partons de € définie dans le 
repère orthonormal & = (0, i, j) par l'équation : 
ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey+ f = 0, 
avec : ac — b?=0. 
1# Cas : a = 0, et donc b = Det c # 0. € admet l'équation : 
(y + e/c) + 2dfe.x + (cf — e?)fe? = 0. 


— Sid = 0, onconstate que, suivant sgn(cf — e2), € est l’ensemble vide, ou 
une droite parallèle à Ox, ou la réunion de deux droites parallèles à Ox. 


: : fe. e, 
— Sid # 0, prenons le point s = O — — -j. 
2cd € 
Dans le repère #' = (s, i, j), 6 a pour équation : 
= — 2d/c.x 


€ est une parabole, de sommet s, d’axe sx’. 


2° Cas : a # 0. € admet dans le repère une équation de la forme : 
(ax + By} + 2d,x + 2e,y + f, = 0, avec a +0. 
Soit ({, J) la base orthonormale de E définie par 
D = (2 + PP) — og); J = (x? + B?)- oi + PB). 


Un calcul laissé au lecteur montre que € admet, dans le repère (O, I, J) 
léquation : 


(2 + B2)2Y2 + 24, (BX + œY) + 2e,(— aX + BY)+ fi /a? + B? = 0. 


Nous sommes ainsi ramenés au premier cas. 


EXEMPLE L — Étude de la conique € d'éguation cartésienne dans le repère orthonormal 
A =(0,ij: 


72 — 64/3 x + 13y2 + (64/3 — 28jx + (12/3 — 26}y + 25 — 12,/3 = 0. 


On constate ENE — 7.13 # O,ils'agit donc d'une conique à centre. Le centre w a des coordonnées 
(Xo, Yo) dans &, vérifiant : 


(x — 64/3 po + 6/3 — 28 = 0) À (— 64/3 xo + 2639 + 12/3 — 26 = 0). 


On calcule : x, = 2, yo = 1. 
Une équation de € dans #' = {t», à, j) est : 


7x2 6,/3 x'y + 13ÿ2 — 16 = 0 
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Ona: 


[ 7 - 3 ] 
Mat (®; (i, j)} = Mat (u: (, j)} = 


-3/3 1 


Les valeurs propres de w sont les racines de : 1? — 201 + 64 = 0. On trouve À = 4et p = 16et on 
peut déjà affirmer que € est une ellipse admettant dans un repère orthonormal (ef, J) qu'il s’agit 
de préciser l'équation 4X? + 16Y2 — 16 = 0, et donc l'équation : 


2 
— +} 1-0. 
4 


4 et J sont des vecteurs propres unitaires respectivement associés aux valeurs propres 4 et 16. On 
constate que l'on peut adopter : 
1e JI2I+HIDS Je — 1/25 + 3/2. 


EXEMPLE Il — Étude de la conique € d'équation cartésienne dans le repère orthonormal 
À = (0, i,j: 


G — 7} — 2x + 4y +1 = 0. 


I] s'agit manifestement d'une conique de type parabole. 
Choisissons une base orthonormale (1, J) de E telle que d(1) = 0, par exemple : 


I=1M246+n  J=1V2(-i+i 


Une équation de # dans (0, 1, J) est : 


2F + /2X +3/2Y +1=0 


C6) 


5/2. 3 
8 


qui s'écrit aussi : 


2 
Prenons le point s = O + ——1 — FE de coordonnées dans & (11/8, — 1/8) Dans 
{s, 1, J) une équation de € est : 


F2 2 2 1/2.x 


€ est une parabole desommet s, d'axe (s, 1) et de paramètres 1/2,/2: on notera qu'elle est contenue 
dans le demi plan X' < 0. 


Autre méthode. — L'équation donnée s'écrit, à € R étant quelconque : 
œ—y+a) + PX = 0 où Pix, ) = — a + 1}x + 2e + 2)y + 1 — a. 

On choisit & pour que x — y + x = Oet P,(x, y) = 0 représentent des droites orthogonales 2 
et 2’; on trouve à = — 3/2; 3 est dirigée par { = 1//2t + j) par J = 1//2(- i + j); soit 
{s, = % NS. En utilisant la « distance algébrique » d’une droite à un point on constate que le 
passage au nouveau repère (s; À, J)se traduit par : 


XV2=x+y-54 ee -Y/2=x- y 32 


La nouvelle équation de € est V2 Y? + X' = 0. On termine comme ci-dessus. 
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7.2.5. Applications 


Un sous-ensemble & du plan affine & étant caractérisé par une propriété 
géométrique, nous venons de voir qu'il est parfois possible d’en obtenir une 
équation (cartésienne ou polaire) ou une représentation paramétrique, ce qui 
nous permettra ultérieurement de « construire » #7. Il est même arrivé que la 
méthode permette d'identifier «7 à un sous-ensemble remarquable déjà connu 
de &, ce qui en termine l'étude. 

Voyons maintenant quelques autres exemples d'étude d’un sous-ensemble 
de &. 


EXEMPLE L. — On donne un cercle € de centre w, de rayon R, et un point O. Étudier l'ensemble 4 
des points m e 8\{O} vérifiant la condition suivante : la droite menéé par m orthogonalement à Om 
rencontre € en deux points net n° tels que les droites On et On' soient orthogonales (on dit que la corde 
(n, n°} est vue de O sous un angle droit). 


On note que : 

— Af(O, w) si 0 £ w, n'importe quelle droite contenant © si O = w, est un axe de symétrie 
pour d; 

— l'énoncé de la propriété ne fait pas intervenir de repère; on peut donc choisir un repère 
orthonormal (0, i, j} tel que Ow = ai, a > 0. 

Ceci posé, suivons la démarche qui consiste à traduire directement la condition imposée au point 
met qui, de ce fait, est dite méthode directe. 


Fic. 17. 


— Nous commençons par associer à tout m e #\{0}, de coordonnées {x,, yo), la droite 3,, 
menée par m orthogonalement à Om ; elle admet la représentation paramétrique : 


te O + (x — (Vo + (Jo + IX, ER. 
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— Nous étudions Z,, n €, ensemble des points de 2,, dont le paramètre est une racine de 
l'équation à l'inconnue Te R : 


Go — Vo — 4 + (yo + TkoŸ = R°, 


qui est aussi : 
Cè + DOTE + 2ayoT + (ko — af + $ — R? = 0 {D 
(1) admet deux racines réelles #, et #, si, et seulement si est vérifiée la condition : 
days — (x5 + a)((o — 4) + à — R°) > 0 (2) 


Dans cœæ cas, n et n'existent et ont pour coordonnées : 
Go — Yo Yo + HXo):  (%o — 12Vo: Yo + E2Xo). 


On vérifie qu'ils sont distincts de O. 
— La condition imposée à m est donc que (2) soit vérifiée et que, en outre, on ait On.On' = 0,ce 
qui s'écrit (xà + y)(1 + tit) = 0, et encore, compte tenu de m # O : 


Go — a) + à — R° + xû + y8 = 0 (3) 


On constate que, pour tout m e&\{0}, (3) implique {2}. Il en résulte que . est le sous-ensemble de # 
dont une équation est : 


x — 4/2} + y? = (2R° — a°}4 {) 


Nous reconnaissons ici un sous-ensemble connu de &. 
— Si2R? — a? < 0, c qui équivaut à 1Qu >R/2, #4 es g; 


— Si2R? — a? = O,ce qui équivaut à (OI = R/2, 2,.4 est le point de coordonnées (4/2, 0}, à 
savoir le milieu de (0, w); 


— : 
— Si2R? - a? > 0, ce qui équivaut à |Owl] < R\/2, # est le cercle de centre le milieu de 


(©, w), de rayon ,/2R2? — a?/2, privé éventuellement du point © (ce qui ne se produit d'ailleurs que 
dans Le cas particulier R = a) 


EXEMPLE IL — & est rapporté à un repère orthonormal (O, ï, j). On donne les deux cercles € et 6’ 
d'équations respectives : 


x? + y} — 2ax = 0, x? + y? + 2ax = D, aeR,\{0} 


et les deux points A et A' de coordonnées respectives (ta, &a) et (x'a, a'a), avec à # 1, «' # — let 
a+ #0. 

Étudier l'ensemble sf des points m € & vérifiant la condition suivante : il existe une droite 3 3 O 
coupant € en O et p # O et €" en O et p' # O de façon que Af(A, p} et Aff(A', p'} contiennent, l'une et 
l'autre, le point m. 

— Ici la condition à laquelle mest assujeti ne peut s'exprimer simplement. Nous allons suivre le 
mode de construction de m. 

— Nous constatons que nous disposons d'une bijection de R sur le faisceau des droites 
contenant ©, privé de Oy, obtenue en associant au réel t la droite %, d'équation y = 1x. D'où la 
possibilité de calculer les coordonnées des points d'intersection p, et p! de ®, et de &\{0} et €\{0} 
respectivement, puis d'obtenir des équations des droites À, et À; respectivement définies par 4 et p,,et 
par 4'et p{ (on a en effet 4 é @\{O} et 4'é 6 \{0} ce qui garantit À # p, et A’ # pi). 

Nous pourrons affirmer que . est engendré par À, n A; lorsque t parcourt R. Cette démarche 
est dite méthode indirecte. 

— Voici les calculs. {O0} L {p,} est fourni par le système : 


{y = tx) À (x? + y? = 2ax} 
qui s'écrit : 
G = tx) À {1 + 12)x? — 2ax = 0). 
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x 
FIG. 18. 
x = 0 correspond à O; les coordonnées de p, sont donc : 
Qa/(1 + &),  2a/f(1 + #2). 
Celles de p; sont : (— 24/1 + 12}, — 2at/(1 + r?)). 
On en déduit des équations de À, et A, à savoir : 
(fl + 12) — 2)x — (@{l +12) — 2}y =  Zaa(l —t) {5) 
(@'(1 + 1?) + 2x — (o'{1 + 42} + 2}y = — 2ax (1 — 1}. (6} 


Pour t donné, on étudie A, n À; en utilisant 


al +t#) 2 — fl +127} +2 

! ) { ) = 2 + (1 + JE — 1) 
a'(+t)+2 — «(1 +12) — 2 
Comme & + a’ # Ô on constate que : 

— pourt = 1, A, n A, est la droite Z, d'équation y = x; 


— pourt #1, A, n A; s'écrit {m;}, où m, est le point de coordonnées : 


œ — œ + œx'{l + #2?) Le a} + aw(1 + 12) 
@+a)+e) {a +w)1 +P) 


(1) 


18 Cas : à = 0”. Pour tout t e R\{1} ona m, = 4. En utilisant 4 e Z,, on constate. = %,,ce 
qui est évident sans calcul. 

2e Cas : « # «. En remarquant que, pour { = 1, (7) fournit un point de Z,, on peut écrire 
s# = D, L #, où & est l’ensemble représenté paramétriquement par {7}, avecteR. 

En posant $ = 2 Arc ig t, on constate que # admet la nouvelle représentation paramétrique : 


x = fa + ya(l + cos æ}, y = Ba + yasinwp (8} 
2ua' œ— a 
avec B = HŸ= -etpel-r,rl. 
a+ a+w 
___ On remarque que, pour p= — 7x, (8) fournit le point b{Ba, Ba) de %, (tel que 
bAJbA = — OA 104}. D'où & = 9, L &', où #' est le cercle de centre w{(B + y)ja, Ba), de rayon 


fyla, fourni par (8), avec pe[- n,7[. 
On notera que le point b' € #' qui correspond à @ = 1/2 appartient lui aussi à &, et on vérifiera 
sur la figure que wb et wb' sont respectivement colinéaires à i et à j. 
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EXEMPLE III. — On donne deux droites & et G' sécantes en O, et un point a e &\{O}. 4 tout p e 3° 


— + + 
on associe les points m et m' de Aff(a, p) qui vérifient NOp\\ = |lpmh = (Ipm'i]. Étudier l'ensemble 
constitué de ces points m et m. 

On choisit un repère orthonormal (0, i, j}tel que la droite (O, i) soit Z. Les coordonnées de a sont 
de la forme (a, 0}, « e R\{0} et 4° admet un vecteur directeur de composantes (u, 1}, pe R. 

L'étude débute comme celle de l'exemple II. Il existe ici une bijection de R sur 2 qui au réel t 
associe le point p, de Ÿ' de coordonnées (ut, t). Soit À, la droite Aff (4, p,}et €, le cercle de centre p, qui 
contient ©. æ# est engendré par À, N 6, lorsque r parcourt R. Nous disposons des équations 
respectives de À, et de €, : 


de — Qu — a} — & = 0, (9) 
x? + y? — Qux — 2y = 0 (10) 


Comme il n'est pas commode de résoudre ce système à l’inconnue (x, y), adoptons une méthode mixte 
qui consiste à revenir maintenant à la méthode directe. 


Fic. 19. 


Pour que mMeé, de coordonnées (x4, }) appartienne à #, il faut et it suffit que les deux 
équations algébriques : 


Us — Ho — ŒN = — aÿo di} 
2x0 + Vol = x5 + 76 02 


admettent une racine commune fe R. 

Il s'agit d’un problème d'élimination particuliërement aisé (il n°y a pas. du fait des degrés, de 
problème de réalité des racines). 

— On ne peut avoir simultanément x, — uy, — à = 0 et x, + yo = 0, car l'équation (12) 
exigerait x, = jo — O et on aurait — à — 0. 

— D'où nécessairement (x, — uy, — à # 0) v (uxo + y, # 0) ce qui s'écrit : 


Cros Yo) À (QUL + 17}, — pal + p?) 
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L'élimination conduit à la condition : 
Go — POS + 78) — a(xé — 2pxoyo — 73) = 0. 
4 s'obtient à partir du sous-ensemble # de # d'équation cartésienne : 
Ce — Bye? + y?) — (x? — 2uxy — y?) = 0 


par 4 = @\{b} où b est le point de coordonnées (&/(1 + y?) — pa/(l + p?}) qui est la projection 
orthogonale de O sur la parallèle menée de a à 2". 
& n’est pas un sous-ensemble connu de #. En fait, il s'agit d’une strophoïde (cf. exercice 7.19). 


7.3. SOUS-ENSEMBLES REMARQUABLES 
D'UN ESPACE AFFINE DE DIMENSION 3 


Dans ce paragraphe (€, E) est un espace affine de 
S dimension 3. 


7.3.1. La sphère 


ë (6, E) est ici affine euclidien. É 


1° Premières propriétés. — DÉFINITION. — Étant donné un point © de & 
et un réel R strictement positif, on appelle sphère de centre «©, de rayon R l'ensemble 
S des points de & dont la distance à « est égale à R. 


L'ensemble des points de & dont la distance à w est strictement inférieure 
(resp. strictement supérieure) à R porte le nom d'intérieur (resp. d'extérieur) de la 
sphère Z. 

De la définition d’une sphère il résulte : 

— que le centre w est un centre de symétrie de #; 

— que toute droite contenant & (appelée diamètre) est un axe de symétrie 
pour #; 

— que tout plan contenant (appelé plan diamétral) est un plan de symétrie 
pour #. 


Notons que ce sont les seuls centres, axes et plans de symétrie de #. 


REMARQUE. — Comme en 7.2.3, l° il nous arrivera de parler de sphère-point. 


L'étude des sphères étant analogue à celle des cercles $ 
î du plan affine euclidien, nous nous contenterons d'énoncer 
les résultats dont les démonstrations ne diffèrent pas de 
celles de 7.23. 
& est rapporté à un repère orthonormal donné 
R = (O,i, j,k). 
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Proposition. — La sphère dont le centre w a pour coordonnées (x, f, y) et 
dont le rayon est R, admet l'équation cartésienne : 


x? + y? + 22 — Doux — 28y — 2yz + 8 = 0 
8 = à +6? + y" — R°? «) 


qui est dite équation normale de #. 


RÉCIPROQUE. — Étant donné (a, B, y, 8) e R*, si © est le point de & de 
coordonnées (a, B, y}, le sous-ensemble constitué des points de & dont les 
coordonnées (x, y, z) vérifient : 


x2 + y? + 22 — Joux — 2fy — 2yz + 8 = 0 
est : 
— l'ensemble vide si «7 + 8? + y? — 8 < 0; 
— la sphère-point © si &? + B? + y? — à = 0: 
— la sphère de centre ©, de rayon : 


R= Ja +p?+y?-58 si a +p?+y -85> 0. 


REMARQUES. — a) De cette étude résulte l'étude de l’ensemble des points de & admettant pour 
équation cartésienne : 


af + y? + 22) + bx + cy + dz+e = 0. 


b} L'étude de l’intérieur (resp. de l'extérieur) de # est analogue à celle faite pour le cercle en 
7.23, 1°. 


2° Intersection d'un plan et d'une sphère. — Appelant a la projection 
orthogonale de ©, centre de , sur le plan affine #, nous avons : 


= Siloil>Rr FNn2 =. 


— Si Hoall =R,$ NP ={a};si R> 0 on dit que #, qui est le plan 
orthogonal en a à Aff(o, a), est le plan tangent en a à #. 


— Si wa] <R,# nest le cercle du plan affine euclidien Z dont le 


centre est a et le rayon re _ foall? ; la droite menée de & orthogonalement à 
@ est l'axe de ce cercle, qui est dit « grand cercle » de lorsque a = ©. 

Inversement à tout cercle € d'un plan affine 2 on peut associer la 
droite A orthogonale à 2 menée par le centre de & — qui est dite axe du cercle — 
et considérer € comme l'intersection de 2 et d’une sphère centrée en un point 
arbitrairement choisi de A. 


DÉFINITION. — (ua + of + wy + h}? — R'(u? + v? + w?) = 0, qui exprime une condition 
nécessaire et suffisante pour que le plan # d’équation : 
ux +ty +wz+h=0 


soit tangent à la sphère / dont le centre a pour coordonnées («, B, y} et dont le rayon est R, est appelée 
une équation tangentielle de la sphère . 
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3° Intersection d'une droite et d'une sphère. — Ici a désignant la projection 
orthogonale de w, centre de &, sur la droite Z, nous avons : 


See 

— Siloal >R, $ n =; 
nn 

— Silloal| = R, & Nn 2 = {a}; 


Si R > O, la droite Z est dite une tangente en a à la sphère 3; elle est 
contenue dans le plan tangent en a à #. 


—+ 
— Si [wall <R, # n 2 est constituée des deux points de dont la 
. de F 2 à 
distance à a est ,/ R? — |lwa|}. 


REMARQUE. — Nous verrons que les plans tangents et tangentes à une sphère que nous venons 
d'introduire sont des plans tangents et des tangentes au sens de la définition générale qui sera donnée 
au tome V. 


4° Intersection de deux sphères. — Le seul cas intéressant est le cas où d, 
distance des centres des deux sphères, est comprise entre |[R, — R,|et R, + R,, 
où R, et R, désignent les rayons des deux sphères envisagées. Se ramenant alors à 
l'intersection d'un plan et d’une sphère, on a : 

— SilR, — R.| < d < R, + R;, l'intersection est un cercle. Les sphères 
sont dites sécantes. 

— SilR, — R,| = dousiR, + R, = d, l'intersection est un point eten ce 
point les deux plans tangents aux deux sphères sont confondus. Les sphères sont 
dites tangentes et comme en 7.2.3, 2° on peut préciser la disposition relative des 
deux sphères. 


REMARQUE. — Dans le cas des sphères sécantes, la droite contenant les centres des sphères est 
orthogonale au plan du cercle intersection et rencontre ce plan au centre du cercle intersection. 


5° Sphères orthogonales. — La définition et les résultats sont analogues à 
ceux de 7.2.3, 3°. Si #, ieN,, a pour équation normale : 


x2 + y? + 22 — Doux — 2Biy — 2y;z + 8, = 0 
une condition nécessaire et suffisante d’orthogonalité de , et #, est : 


2 + Bi + Yir2) = 81 + 82. 


6° Puissance d'un point par rapport à üne sphère. — Mêmes définitions et 
résultats qu'en 7.2.3, 4°. 


Plan radical de deux sphères. — PROPOSITION. — Étant donné deux 
sphères distinctes 3, et 7, (éventuellement des sphères-points), de centres 
respectifs ©, et w,, l'ensemble des points de & qui ont même puissance par rapport 
à et 7, est : 

— l'ensemble vide si ©, = w,. 

— un plan 2 si @, est distinct de w,. Dans ce cas, Z est de direction 
orthogonale à @,&, et il est appelé le plan radical des deux sphères; il contient 
Pin 
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Axe radical de trois sphères. — Prenant trois sphères 4, de centres respectifs w, ie Na, 
nous cherchons l’ensemble des points de # ayant même puissance par rapport à ces trois sphères. 
Dans le cas général des trois centres non alignés, cet ensembie, qui est l'intersection des plans 
radicaux des sphères , et #, et des sphères , et 9, (et qui est alors inclus dans le plan radical des 
sphères , et .#,}, est une droite appelée axe radical des trois sphères. Cette droite est orthogonale au 
plan # contenant les trois centres w;, ie N, et elle rencontre ce plan # au centre radical des trois 
cercles €, ie N;, où 6, est , n #. 

Le lecteur étudiera les différents cas particuliers. 


Centre radical de quatre Sphères. — Dans le cas de quatre sphères ayant des centres non 
coplanaires l'ensemble des points de & ayant même puissance par rapport à ces quatre sphères est 
constitué d’un point, intersection des six plans radicaux définis par ces quatre sphères ou encore 
intersection des quatre axes radicaux définis par ces quatre sphères prises trois à trois. Ce point porte 
le nom de centre radical des quatre sphères. 


7° Points conjugués par rapport à une sphère. — Le lecteur généralisera les 
définitions et propriétés de 7.2.3, 5°; en particulier il montrera : 

Étant donné un point m qui n’est pas le centre de la sphère #, l'ensemble des 
conjugués de m par rapport à est un plan, appelé plan polaire du point m par 
rapport à la sphère 7. 


8° Faisceau linéaire de sphères; réseau linéaire de sphères. — En ce qui 
concerne les faisceaux linéaires de sphères, le lecteur généralisera 7.2.3, 6°. 


DÉFINITION, — Étant donné trois sphères 7, de #, ie N,, d'équations normales respectives, 
dans un repère orthonormal # : 


TiGn) = x? + y? + 27 — Doux — 2B;y — 2y;z + 8, = 0, ieN, 


on appelle réseau linéaire de sphères de base 7; i € N,, l'ensemble des sphères de #, admettant dans # 
une équation cartésienne de la forme : 


Aa Tiôm) + Al 2(m) + AT sfm) = 0, (Ai, An As) R°. 
Le lecteur étudiera les propriétés et les différents cas de réseaux linéaires de sphères. 
9 Représentation paramétrique d'une sphère. — PROPOSITION. — Étant 


donné le point © de # de coordonnées («, B, y) et le réel R strictement positif, 
l'application de R? dans €, qui à (@, 0) fait correspondre le point » de coordonnées : 


x=a+RsinGcosp y=8+RsinG6singp, z=7y+Rcos0 
a pour image la sphère de #, de centre ©, de rayon R. 


La proposition se déduit trivialement de l’utilisation des coordonnées 


sphériques dans le repère (@, i, j, k) 0 


REMARQUES. — a) La notion de représentation paramétrique des nappes sera abordée en V. 
b) Le lecteur vérifiera que l’on peut supposer 


(op, 8)e [xx + 2n{ x CO, x]. œeR. 
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7.3.2. Les quadriques 


$ (&, E} est provisoirement un espace affine de dimen- $ 
sion 3. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient Æ — (O, i, j, k) et #° = (0, i,j',k') 
deux repères de &. Si dans le repère %, un sous-ensemble 2 de & admet pour 
équation cartésienne : 


(Om) + qim) = 0 


où ® est une forme quadratique non nulle sur E et @ une forme affine sur €, alors 
dans %', 2 admet pour équation cartésienne : 


D(O'm) + pm) = 0 


où + est une forme affine sur €. 
Un tel sous-ensemble 2 porte le nom de quadrique. 


Démonstration analogue à celle de 7.2.4, 3°. 


Notations. — Nous nous proposons d'étudier, dans l'espace affine & rapporté 
à un repère Z = (0, i, j, k) la quadrique 2 d'équation P(x, y, z}) = 0 avec 


P(x, y, 2) = Dxi + vi + 2k) + 2cx + 2c'y + 2c"2 + d 
où 
Déxi + jj + zk) = ax? + ay? + a°2? + 2byz + 2b'2x + 2b"xy. 


Nous posons : 


a bb 
M = Mat (®;(i,j,k)) =] b" a b |; A=det M 
bb a" 


2° Recherche d'un centre éventuel. — O'Ee € est dit centre de 2 si et 
seulement s’il existe k e R tel que D(0'm) + k = Osoit une équation de 2. Étant 
donné © = O + xçi + yoj + z.k, nous considérons le nouveau repère 
' = (e, i, j, k) dans lequel 2 admet l'équation cartésienne Q(x"’, y’, z'} = Oavec : 
Q(x, y, 2) = DGxi + yÿ + 2'kj + P(xo Vo 20) + 2(axo + b"Yo + b'zo + ex 
+ 2(b"x + ay + bzo + c')y + 2(b'x, + bys + a°z0 + €) 
Ici les centres sont fournis par le système : 
(ax + by + b'z + c = 0) À (b"x + ay + bz + c' = 0) 
A (B'x + by + az + ec” = 0) (1) 
ie Cas : À # 0, ce qui signifie que ® est non dégénérée; (1) est un système de 
Cramer : 2 admet un centre unique; on dit qu'il s'agit d’une quadrique à centre. 
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2e Cas : À = 0; Dest de rang 2 ou 1 ; l’ensemble des centres de 2 est soit vide, 
soit infini (et il s’agit alors de tous les points d’une droite ou d’un plan). 
Nous ne poussons pas plus loin l'étude dans le cas général. 


Dorénavant (&, E) est un espace affine euclidien de È 
dimension 3; tous les repères sont orthonormaux. 


Nous utiliserons la réduction de la forme quadratique ® dans le groupe 
orthogonal de E, en introduisant u e Z(E), symétrique, défini par : 


VoeE dv) = u(v).v. 
Nous avons : Mat (u; (i, j, k)) = M. Nous posons : 


DÉFINITION. — Toute direction de droites de # dirigée par un vecteur propre de 
u est dite direction principale de 2. 


Nous savons que le polynôme caractéristique de x est scindé sur R; ses 
racines, pas nécessairement distinctes, seront notées À, pi, v; en outre, il existe une 
base orthonormale (7,4, K), évidemment pas unique, formée de vecteurs 
propres de u; on a dans une telle base : 


Œ(XI + FJ + ZK) = AX2 + pY? + vZ2, avec Auv = det M. 


3° Étude d'une quadrique à centre. — Dans un premier temps on passe du 
repère initial & = (O, i, j, k) au repère Æ#' = (o, i, j, k) où west le centre de 2: la 
quadrique admet dans 4’ l'équation : 


D{x'i + y + z'k) + d'=0, où d' = P(Xxs Yo 20): 
On passe ensuite au repère (w, 1, J, K)où (1, J, K) est une base orthonorma- 
le formée de vecteurs propres de u, et on obtient l'équation : 
AX? + uY? +vZ?+d =0, avec Auv # 0. 
Des trois réels non nuls À, 1, v, deux au moins ont le même signe, ce qui 
permet de se ramener à l'équation suivante, dans laquelle à > 0,B > 0,7 > 0: 
NN LR LE ee{—1,1} 
— + +Ee— +e = 
a? ff e"e{— 1,0,i} 
Nous nous autorisons à anticiper sur des questions (cônes, surfaces de 
révolution) qui ne seront vues que plus loin. 
— Sie’ = 0, 2 est un cône, au sens du 7.3.4. 
— Pour concrétiser la forme de 2, il est commode de la considérer comme 


a 
l’image, dans l’affinité orthogonale de plan invariant (œ, F, K)et de rapport F dela 


quadrique de révolution 2’ d’axe © + RK (cf. 7.3.6) qui a pour équation dans le 
repère (o, I, J, K) : 
X1 +7? Z? : 
Re he AE 0 
œ Y 
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2 admet pour méridienne la conique €’ d'équations : 


X? Z? 
œ DA (FE +e +e 0) 


Suivant les valeurs de € et €’, nous distinguons les six types suivants : 


Équation réduite le Nature de € à est dite... 
EUR cône réduit 
réduite à {wo} re 
à {w} 
réunion de 2 droites cône 
vide vide 
ellipse ellipsoïde 
hyperbole hyperboloïde 
{l'axe non transverse «© + RK| à une nappe 
hyperbole hyperboloïide 
d'axe transverse © + RK à deux nappes 


— La quadrique 2 est elle même de révolution lorsque # a deux valeurs 
propres confondues (À = u # v) ce qui correspond avec nos conventions à 
a = ÿ # y. Aux valeurs propres v et À correspondent alors respectivement uné 
direction principale unique, dont un vecteur directeur unitaire est pris comme 
vecteur K, et un «plan » de directions principales, (RK)!, dont une base 
orthonormale quelconque est prise pour (I, J). 


F 


Fig. 20. 
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Si,en outre, À = u = v, 2 est encore de révolution et c’est une sphère (toute 
direction est principale). 
— Les cas IV, V, VI correspondent respectivement aux figures 20, 21, 22. 


Fic. 21. Fic. 22. 


On a dessiné les coniques intersections de 2 et des plans de coordonnées, qui sont 
des plans de symétrie (les axes de coordonnées étant eux-mêmes des axes de 
symétrie). Dans le cas des hyperboloïdes, on s’est limité à une zone de la forme 
Zel-— h,h]et on a donné la zone correspondante du cône asymptote, réunion 
des asymptotes des hyperboles sections de 2 par les plans qui contiennent la 
droite © + RK. 

— Le lecteur vérifiera qu’il dispose des représentations paramétriques 
suivantes : 


Ellipsoïde (cas IV). — Avec (w, 8) e[O0,27[ x [O, x]: 
(@, 8) —> © + « sin 8 cos @ 1 + B sin 8 sin @ J + y cos OK. 
H yperboloïde à une nappe (cas V). — Avec (@, 8) e [0, 270 x R: 
(@,0) + & + «ch 8 cos 6 1 + 8 ch 6 sin oJ + y sh 6K. 


H yperboloïde à deux nappes (cas VI). — Ici l'intersection de 2 et du plan 
XŸ est vide. En notant 2, (resp. 2_) la « nappe » de 2 située dans le demi- 
espace Z > 0 (resp. Z < O0), on constate que 2, admet la représentation 
paramétrique : 


(p,8) + © + «sh 8 cos @ 1 + B sh 8 sin @J + ychô K 


avec (p, 8) e[0,27[ x R. 
(En ce qui concerne 2_, on adopterait — y ch 8 pour coefficient de K.) 
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REMARQUE. — *Au titre d'images continues d’un connexe de R?, un ellipsoïde, un hyperboloïde 
à une nappe, une nappe d'hyperboloïde à deux nappes sont des sous-ensembles connexes de #. Un 
hyperboloïde à deux nappes admet deux composantes connexes. 


4° Étude de la quadrique 2 dans le cas où la forme quadratique ® est de 
rang 2. — On peut supposer À # O,u # 0,v = 0. Du repère initial (O, i, j, k)on 
passe à un repère (0, 7, J, K), où RI, RJ, RK sont des directions principales 
respectivement associées à À, p, v. On obtient ainsi une équation de la forme : 

AX? + y}? + 2C,X + 2C4Y + 2c1Z + d = 0, 
qui s'écrit, en posant cf = — X,et c/u = — Yo: 
ACX — X) + UC — Yo) + 2c1Z + d, = 0. 
Introduisons le point O0’ = O + XI + Y,Jetle repère # = (0, 1, J, K), dans 
lequel 2 admet pour équation : 
AX2 + NY? + 20Z'+ d, = 0 2) 
Distinguons deux cas : 

1# Cas : ci # 0. En posant s = O' — d;/2c!. K, nous déterminons un 
repère {s, 1, J, eK} dans lequel, suivant que Au > 0 où Àu <0, 2 a pour 
équation : 

VI E/p + n°/g - À = 0, @>0,g> 0) 
ou VII Ep -n4-2X=0 (p>0g>0) 

— Le cas VII se ramène par affinité orthogonale au cas de 
E? + n° — 2pl = 0, qui est la surface de révolution d’axe s + RK dont une 


méridienne est la parabole d'équations (n = 0) À (£? — 2p& = 0). On dit, dans 
ce cas, que 2 est un paraloloïde elliptique (fig. 23). 


FIG. 23. 


— La quadrique correspondant au cas VIII sera étudiée au 7.3.5, 4°, b)sous 
le nom de paraboloïde hyperbolique. 
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2° Cas : ci = 0. L'équation (2) peut admettre l’une des formes : 


x2 y? | 
IX — + F =0: 2 est la droite (O’, K). 
œ 
x2 y2 22: 
X —- F7 0 : 2 est la réunion de deux plans. 
F 2 
x? y? . 
XI mp Une 
œ 
x”? y? : : 3 
XI — + F — 1 = 0 : 2 est un cylindre elliptique. 
œ 
12 y? 
XI — — F — 1 = 0 : 2 est un cylindre hyperbolique. 
œ 


Dans le cas XII (resp. XIII), le lecteur vérifiera que 2 est un cylindre, au sens 
de 7.3.3, dont la direction de génératrices est RK. On dispose d’une base dans le 
plan X'O'Y’. Un changement de repère permettrait de montrer que tout plan non 
parallèle à s + RK coupe 2 suivant une ellipse (resp. une hyperbole), ce qui 
justifie le vocabulaire. 


$° Étude du cas où la forme quadratique ® est de rang 1. — On peut supposer 
A=u=0,v# 0. Du repère initial, on passe au repère (O, I, J, K} dans lequel 2 
admet l'équation 


VZ? + 2c,X + 26,Y + 25Z + d = 0. 


En introduisant le point O0’ = O — c’/v. K et le repère (O”, 1, J, K), on obtient 
une nouvelle équation de la forme : 


VZ'? +20, X + 2 + d, = 0. G) 
15 Cas :e, et c ne sont pas nuls tous les deux. Prenons les vecteurs unitaires 
orthogonaux : 
P'= (ci + cp) PCI + cid): 
J'= (ce? + ef 2(- el + ciJ) 
Dans le repère (0, 1', J', K), 2 a une équation de la forme : 


vZ'? + 2e,X° + d, = 0. 


— 
En posant O's = — d,/2c,.1, on se ramène enfin à un repère (s, !’, J', K) dans 
lequel 2 a une équation de la forme : 


XIV 2 — 2pE = 0 : 2 est un cylindre parabolique. 
La direction des génératrices est RJ". Tout plan non parallèle à 0’ + RJ" 
coupe 2 suivant une parabole. 
RAMIS. — Math. Spér. 2. Algèbre 9 
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2 Cas :e, = c, = 0. L’équation (3) prend l’une des formes : 

(XV) Z?=0; 2 est un plan. 

(XVI Z?+0?=0,x %# 0: 2 est vide. 

(XVII) Z'? — &7 = 0, à # 0; 2 est la réunion de deux plans parallèles. 


7.3.3. Les cylindres 


Nous revenons au cas général où (&, E),espace affine 
de dimension 3, n'est pas nécessairement euclidien. 


1° DÉFINITION. — On appelle cylindre tout sous-ensemble # de & auquel on 
peut associer un vecteur non nul u de E tel que, pour tout point m € €, la droite 
qui a pour direction Ru et qui contient m soit incluse dans €. 


Terminologie. — Toute droite incluse dans € et de direction Ru 
(cf. définition) est dite génératrice du cylindre ; on dit que Ru est une direction de 
génératrices de €; une telle direction n’est pas nécessairement unique (cf. 
exemples a) et b) ci-dessous). 

On appelle ensemble directeur de €, tout sous-ensemble de € qui rencontre 
toute génératrice de € (1); si P est un plan non parallèle à u, € NP est un ensemble 
directeur plan que l’on appelle une base de €. Dans le cas particulier où(#, E)est 
affine euclidien et où # est orthogonal à u, on parle de base droite de €, les 
différentes bases droites se déduisant de l’une d’entre elles par translations de 
vecteurs appartenant à Ru. 


EXEMPLES. — 4) L'ensemble vide est un cylindre; & est un cylindre. 


b} Tout plan affine (7, P) de & est un cylindre. Ici u est un vecteur non nul, quelconque de P. 


REMARQUES. — a) € « & est un cylindre pour la direction Ru, si et seulement s'il existe 
u € E\{0} tel que, pour tout élément : du groupe des translations de vecteur colinéaire à w, on aït : 
ué) = €. 

c} Un cylindre est réunion de ses génératrices. 


2° THÉORÈME. — Étant donné deux formes affines f et g sur €, de parties 
linéaires indépendantes, le sous-ensemble € des points me vérifiant 
F(J{m), g(m)) = 0, où F est une fonction de R? vers R, est un cylindre dont une 
direction des génératrices est la direction Ru de la droite intersection des plans 
f7 (0) et g7!(0) de &. 


— L'hypothèse implique que f 7 !(0) et 47 !(0) sont des plans sécants. 
— Pourtous me et m,e € tel que mm, = au, ae R. nous avons : 


F(fGmo} g(mo)) = 0 (1) 


(} Lorsqu'à un même cylindre on peut associer plusieurs directions Ru il y a lieu de préciser la 
terminologie : on parlera de génératrices de direction Ru et d'ensembles directeurs relatifs à la direction 
Ru. 
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et, en désignant par / la partie linéaire de la forme affine f: 
fUmo) = Fimo) + alu). 


Or {(u) est nul d’après le choix de u; d’où f(m;) = f(m) et, pour une raison 
analogue g(m,) = g(mo). 
De (1) on déduit F(f(m6), g(m5)) = 0, et donc mi, e €. 


EXEMPLE. — On suppose & muni d’un repère (0, i, j, k). Soit € l’ensemble des points de & 

d'équation : 
x? + y} — 2zx — 2zy + 222 — 1 =0 €) 
{2} s'écrit : 
&—2 +2 -1=0 

Prenant pour formes affines sur #, f et y définies dans (O, à, j, k) par fm) = x — zet g{m) = y — 7, 
on conclut que € est un cylindre dont une direction des génératrices est R{i + j + k) 

Pour avoir « la forme » de €, il suffit de connaître une base de €, par exemple l'intersection de € 
avec le plan xOy, qui est représentée dans le repère (0, à, j) par 


x?+y-1=0. 


CAS PARTICULIER. — & étant muni d'un repère # = (O, i, j, k), et F étant une 
fonction de R? vers R, le sous-ensemble de & d’équation F(x, y) = 0 dans # est le 
cylindre de direction de génératrices Rk qui admet pour base le sous-ensemble du 
plan xOy dont une équation dans le repère (O, i, j) est F(x, y) = ©. 


REMARQUES. — & étant muni d'un repère # = (0, i, j, k}, soit € un cylindre de direction de 
génératrices Rk, de base # dans le plan xOy. 
a) SiG(x, y} = 0, où Gest une fonction de R? vers R, est une équation cartésienne de # dans le 


repère (O, à, j} alors G(x, y) = Ô est évidemment une équation cartésienne de € dans #. 


b} En désignant par m le point m = O + xi + yj, nous disposons de F : R? — R définie par : 
FX y=0 si me#: Fky=l si mé. 


€ admet ainsi pour équation cartésienne F(x, y} — 0, cc qui constitue unc « réciproque » du cas 


particulier du théorème, d'aucun intérêt pratique évidemment. 


3 Recherche d'une équation cartésienne d'un cylindre. — & estrapporté à un 
repère & = (0, i, j, k). On donne un vecteur non nul u de E, de composantes 
(&, 8, y) dans la base (i, j, k), et un sous-ensemble de #. On se propose de 
trouver une équation cartésienne dans Æ du cylindre € dont Ruest une direction 
de génératrices et dont 2 est un ensemble directeur (relatif à Ru). 


el® Cas: 2 = 8 NA où & et Æ#' sont donnés par des équations 
cartésiennes 


fm», 2=0 et  g(xy,z2)=0. 


Pour que m, € #, de coordonnées (x,, y, Z4), appartienne à €, il faut et il 
suffit que la droite de direction Ru qui contient m, rencontre 4 et #' en un même 
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point. Cette droite admettant la représentation paramétrique : 
ti O + (xo + oi + (Vo + Bo + (20 + vthk, teR, 
la condition m, € € équivaut à l'existence de 1€ R vérifiant : 
(Flxo + Gt, Yo + Bt, 20 + yt) = 0) À (gfxo + ot, Yo + Bt, zo + yt) = 0). 


Dans le cas classique où f et g sont des applications polynomiales, nous 
avons affaire à deux équations algébriques et la théorie de l'élimination nous 
apprend à trouver une condition nécessaire et suffisante R(xo, Yo, Zo) = 0, où 
RE RÇX, Y, Z], pour qu'elles aient une racine commune sur €. Il y aura lieu 
d'adjoindre à R(xo, Yo zo) = 0 des conditions traduisant la réalité de l’une des 
racines communes sur C. 


CAS PARTICULIER : # = k. — € est appelé « cylindre projetant © parallèle- 
ment à &». La méthode précédente consiste à écrire que les deux équations : 


Fo Ye Zo + 1) = 0 et Cor Yo 0 + 1) = 0 


ont une racine réelle commune, ce qui est manifestement équivalent à écrire que 
les deux équations à l’inconnue ze R : 


Fo Yo 2) = 0 et HXo Yos 2) = 0 
ont une racine commune. 


EXEMPLE I. — Le vecteur u a pour composantes (1, 1, 1); & est le plan d'équation x + y + z = 1, 
Æ&' a pour équation x? + y? — z = 0. (Si & est euclidien et le repère orthonormal, Æ’ est un 
paraboloïde de révolution.) 

IE s’agit d'écrire que les deux équations à l'inconnue te R : 


H+Xo+Yotzo—l et 22 + 2x, + Jo) + x8 + y = 2 +1 


ont une racine commune. 
La première, de degré 1, ayant une seule racine sur €, et cette racine étant réelle, on obtient sans 
difficulté l'équation cartésienne de € : 


5x? + Sy? + 222 — Bxy — 2xz — 2yz + 5x + 5y — 107 — | = 0. 
EXEMPLE II. — Le vecteur u est j; @ est la quadrique d'équation x? + y? + 2? = a}; #'est le 
cylindre d'équation x? + y? — ux = 0, ae R*. 
{Si & est euclidien et le repère orthonormal, # est une sphère, #' est un cylindre de révolution; 


% = #8 n# est alors appelée « fenêtre de VIVIANI ».) 
& est ici un cylindre projetant. Il s’agit d'écrire que les deux équations à l'inconnue ye R: 


p+xi+z a =0 et  y?+xi — ax = 0 
ont une racine commune. On obtient la condition : 
{à + axe — a? = 0} À (x — uxy & 0). 
Comme 25 + ax, — 4? = 0 implique x, & 4, € a pour équation : 


G? + ax — a? = 0) À (x > 0). 
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e 2° Cas : 2 est donné par une représentation paramétrique : 
Did, = 0 + {hi + Vrÿ + UK 
où w, Ÿ, 8 sont trois applications d’une partie À de R dans R. 


Pour que m, € #, de coordonnées (xs, Yo, Zo) appartienne à ®, il faut et il 


—+ 
suffit qu'il existe t € À tel que d/m, soit colinéaire à u. En d’autres termes, il faut et 
il suffit qu'il existe (f, pe À x R vérifiant : 


(xo — P( = pa) À (0 — VE) = pB) À Go — 84) = pr). 
On en déduit une équation cartésienne de €. 
— € admet la représentation paramétrique : 
Gp) + 0 + (@() + aphi + (VC) + Bpÿ + (80) + vk 
avec (t, p)e À x R. Ce point de vue sera repris au tome V. 


— Notons que dans le cas où aucun des réels à, $, y n’est nul, le recours à p 
est inutile; on obtient une équation cartésienne de € en écrivant qu'il existe : € À 
vérifiant : 
Xo — DE) Yo — VO)  Zo — QG) 
x B * 


EXEMPLE IL — Le vecteur u a pour composantes (1, 1, 1); ® admet la représentation para- 
métrique : 


ou encore qu’il existe 1 € R\{1} vérifiant : 
œm-y=-DAaG-2=-") 


Le problème de la réalité de la racine commune nese pose pas ; par contre il ne faut pas oublier la 
condition t # 1, si bien que : 
&— y» +y-1=0 
n'est pas une équation de €, mais une équation de la réunion de € et de la droite représentée par : 
(x — y + 1 — 0) À (y — z + 1 — 0} (droite qui contient le point de coordonnées { — 1, 0, 1) et est 
dirigée par u). 


4° Cylindres circonscrits. — Lorsque nous disposerons des notions de nappe et de tangente à 
tune nappe (cf. tome V) nous pourrons poser : 


DÉFINITION. — Étant donné une nappe S et une direction de droites Rx, on appelle cylindre 
circonscrit à # parallèlement à Ru l'ensemble des tangentes à 4 dont la direction est Ru. 


Nous pouvons cependant, d’ores et déjà, adopter cette définition dans le cas où est unesphère. 
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7.3.4. Les cônes 


È (&, E) est encore affine de dimension 3, pas nécessai- j 
rement euclidien. 


1° DÉFINITION. — On appelle cône tout sous-ensemble € de # auquel on peut 
associer un point S € € tel que, pour tout m € €\{S} la droite AT (S, m) soit incluse 
dans €. 


Terminologie. — On dit que S est un sommet du cône. Toute droite incluse 
dans € et contenant S est dite génératrice du cône. Un cône peut avoir plusieurs 
sommets. 

On appelle ensemble directeur de €, tout sous-ensemble Z de € qui 
rencontre toute génératrice de € en un point différent de S(!). (Notons que si Z 
ne contient pas $, la condition « différent de S » peut être supprimée.) 

S'il existe un plan ©, ne contenant pas $ et rencontrant toutes les 
génératrices de €, alors # n P est un ensemble directeur de €, appelé base de €. 
On notera que si ?’ est un plan parallèle à ? ne contenant pas $,€ n P'est une 
base de € qui se déduit de € n @ par homothétie de centre S. 


EXEMPLES. — a} L'ensemble vide, l'ensemble {S}, # sont des cônes. 
b} Tout plan affine de & est un cône admettant pour sommet tout point du plan. 
REMARQUES, — a) Si un cône non vide admet pour sommet un point S, il contient S". 


b} & est un cône qui n’admet pas de base. Par contre tout cône est la réunion d'au plus trois 
cônes admettant chacun une base ; il suffit de considérer trois plans indépendants ne contenant pas S. 

€} Étant donné € et S € €, € est un cône de sommet S si,et seulement si, pour tout élément 
h du groupe des homothéties de centre S, on a : h(€) = €. 


2° TuéorÈme. — Soit F: R?-{R une application polynomiale 
p-homogène (2); étant donné trois formes affines f, g, h sur & de parties 
linéaires indépendantes, le sous-ensemble € des points m de & vérifiant 
F(f{m), g(m), hk{m)) = 0, est un cône dont un sommet est le point S intersection des 
trois plans f 7 ‘(0), g” (0), h° (0) de €. 


— Notons tout d’abord que l’hypothèse implique que les formes affines 
f9, h sont non constantes et que f” ‘(0), g7 (0), h= ‘(0) sont des plans affines 
admettant un unique point commun, que l’on peut noter S. 

— Sip = 0, Fest une application constante et # est soit @f, soit # ; dans les 
deux cas il s’agit d’un cône dont un sommet est S. 

— Supposons maintenant p > 1. Nous avons F(0, O, 0) = O,et doncS e&. 


pi + —— 
D'autre part, pour tous m, e @\{S} et m, e & vérifiant Sms = t Sm,,te R, nous 


(*} Si le cône admet plusieurs sommets, on parlera de génératrices et d’ensembies directeurs 
relatifs au sommet S. 
(} La définition d’un polynôme p-homogène, où p € N est donné, se trouve au L.6.7.8, 1°. 
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avons, puisque f'est affine et f(S) = 0 : 
Jen) = 1f(mo). 


De même : 
gno) = tgfme) Et (mc) = th(mo). 


On en déduit, compte tenu de la p-homogénéité de F : 


F(Jno), g0m5), h(mo)) = PE((mo) go), hmo)) = 0 


et:mEf. 


CAS PARTICULIER. — € étant muni d'un repère # = (O, i,j, k), le sous- 
ensemble de & d’équation F(x — x,, y — ÿ,,2z — 2.) = 0,où F : R° — Rest une 
application polynomiale homogène, est un cône dont un sommet est le point S de 
coordonnées (x;, Yo, Zo). 


GÉNÉRALISATION. — Le théorème s'étend au cas où F : R? — R est une application à laquelle on 
peut associer un rationnel non nul c, de représentant irréductible p/q, avec (p, 4)e Z x N* et q impair, 
vérifiant : 

Vx, y, ER VteR\0} F{ex, ty, 12) = 13F(X, y, 2) 6} 


(condition qui implique F(0, 0, 0} = © puisque F(0, 0, 0) = 2*F(0, O, Oj). 


Vérification laissée au lecteur. (ee) 
La généralisation vaut pour &« = 0, à condition d’adjoindre à (3) la condition F(0, 0, 0) = 0. 


REMARQUES. — & est muni d'un repère & = (O, i, j, k}. 
a) Soit € un cône non vide de sommet ©. En associant à tout (x, v,z)e R° le point 
m= O+ xi + ÿj + zk, nous disposons de F : R? — R définie par : 


F(x,y,2)=0 si me@; F(x,7,2)=1 si mé 


et F vérifie F(0, 0, 0) = 0 et (3), avec à = 0.F{x, y, z) = O est une équation de €; on a ainsi une 
réciproque, sans intérêt pratique, de la généralisation. 

b} Soit € un cône de sommet O admettant une base # dans le plan z = 1, définie par une 
équation G{x, y) = 0 dans le repère {&, à, j} où & = O + k. 


Ona O e €. D'autre part, pour que m e &\{0},de coordonnées (x, y, z}appartienne à & il faut et il 


suffit que : 
 # 0) à (G(x/z, y/2)} = 0. 4) 


Dans la pratique, G est une application polynomiale non constante et il existe k € N* tel que 
Z*G(X/Z, Y/Z) soit un polynôme k-homogène F{X, Y, Z). En remarquant que F(0, 0, 0) = O et en 
utilisant (4), on peut affirmer que F{x, y, z) = Ô est une équation de €", où €" est soit le cône €, soit 
un cône obtenu en adjoignant à % des « génératrices parasites », contenues dans le plan 
z=0. C'est ainsi que si l'on adopte g{x, y} = b?x? — a?y? — 4?b? on obtient 
Fe y,2) = b?x? — q2y? — u?b?z2, Les deux droites :{z = 0) À (bx + ay = 0) appartiennent à €’, 
mais pas à €. (Leur présence est liée à celle de branches infinies de l’hyperbole #). 


3° Recherche d'une équation cartésienne d'un cône. — & est rapporté à un 
repère Z = (0, i, j, k). On donne un point $S e #, de coordonnées («, B, y), et un 
sous-ensemble 2 de &. On se propose de trouver une équation cartésienne dans 
@ du cône € de sommet S, dont 2 est un ensemble directeur (relatif à S). 
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ei“ Cas: 2 = 8 Nn&, où & et #' sont donnés par des équations 
cartésiennes : 
fr) =0 et g(x,y,2) = 0. 
Pour que m, € #\{S}, de coordonnées (xs, po 29) appartienne à @, il faut et 


il suffit que la droite Aff (S, m,) rencontre Z\{S}, ce qui se traduit par l'existence 
de te R\{0} vérifiant les deux équations : 


6) _. + ro — @), B + yo — B} Y + to — v) = 0 
gl + tx — à), B + yo — B}, Y + t(zo — Y) = 0. 

Dans le cas classique où fet g sont des applications polynomiales, nous 
avons affaire à deux équations algébriques et la théorie de l'élimination nous 
apprend à trouver une condition nécessaire et suffisante R(xo, Jo, Zo) = 0, où 
R e R[X, Y, Z], pour qu'elles aient une racine commune sur €. Il y aura lieu 
d'adjoindre à R(x,, Yo Zo) = Odes conditions traduisant l’appartenance de l’une 


des racines communes à R\{0} ; on aura alors une équation de #\{$} ; il restera à 
en déduire une équation de €. 


EXEMPLE L — S a pour coordonnées (a, 0, O0), ae R*; Æ# est lu quadrique d'équation 
x? + ÿ? +22 = a?; @' est le cylindre d'équation z? + ax = a?. 
On remarque que S e ©, et que DIS} # ; € est donc un cône ni vide, ni réduit à un sommet. 
Ici {5) s'écrit : 
(a + Hxo — a) + 1{yà + 28) = a?) À (1223 + à? + at(xy — 4) = «?). 


La racine commune { = Ô ne nous intéresse pas ; nous devons donc écrire qu'il existe t € R\{0} 
vérifiant : 


Gxo — a) + ya + 29) + 24(xo — a) = 0) À (128 + a(xo — 4) = 0). 
Nous obtenons ainsi, pour tout ms € #\{S}, l'équivalence de m9 € € et de 
(Go — a) # 0) À (xo — aŸ + yà — 28 = 0). 
et €' désignant respectivement le plan d'équation x = a et le cône d’équation : 
x — a} + y? -21=0, 


nous avons € = (69) U {S}. 
Notons que & n # = A LU À’, où À et À’ sont les droites d'équations : 


{x =a)A{y-2=0) et œ=aA(y+z= 0. 


*Après l'étude du tome Y, le lecteur pourra vérifier que À et A’ sont les tangentes en S à 2., 


e 2° Cas : % est donné par une représentation paramétrique : 
Ltd, = 0 + qi + Yi +R  1eA CR) 
Pour que m, € #\{S}, de coordonnées (xs, Yo, Zo), appartienne à &, il faut et 
il suffit qu’il existe te À tel que le point d, soit distinct de S et que les vecteurs 


Sm, et Sd, soient colinéaires, ce qui s'écrit : 


(, # 8) À (rang M(ms, 1) = 1) 
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avec : 
Xo—% Yo—B Zo— é 
pu a y —8B 6-7 
On obtient ainsi une équation cartésienne de €. 
— € admet aussi la représentation paramétrique : 
&.p) & 0 + (+ ppt) — oi + (8 + PO) — 8) + (y + PB) — rK 


avec (t, p}e 4 x R avec 4 = {te Ald, & S}. Ce point de vue sera repris au 
tome V. 


Mmo t) = [ 


EXEMPLE IL — S est O; admet la représentation paramétrique : 
tm0+(+mi+tj+rk  1eR. 


IiO Pet D & @. Le cône € n'est ni vide ni réduit au sommet. La condition d, # S est vérifiée 
pour tout te R. On a d'autre part : 


x z 
Miro -| ne. sl 
l+rt d 
— Pour y, # 0 (ce qui garantit m, # O), la condition rang M{m,, t) = 1 s'écrit : 
Oo — 201? = 0} À {xot? — vol + 1) = 0). 
Nous obtenons deux équations à l'inconnue t € R, la seconde ne pouvant être vérifiée par t = 0, 
à cause de y, # 0: une solution commune ne peut donc être que 2,/y5, qui est un réel. Ainsi, pour tout 
mo € & tel que y, # 0, l'assertion m, € € équivaut à m, € € où €’ est le cône d’équation : 
x? — yAy +2 = 0. 
— Pour y; = 0, M{m, f) ne peut être de rang 1 que si t = Q, et M{mo, 0) n'est de rang 1 quesi 
Zo = ©. Ainsi pour tout m, € &\{0} tel que y, = 0 l'assertion m, € € équivaut à z, = ©. 


En remarquant que le sommet © vérifie {y = 0) À (z = 0) on constate qu’une équation 
cartésienne de € est : 


{O + 2) — x2? = 0) À (y # 0) V (y, 2} = (0,0) 


A désignant la droite Oz, on a finalement : € = (&’\A) U {0}. 
*Après l'étude du tome V, le lecteur vérifiera que À correspond à la direction asymptotique de 
D 
4" Cônes circonscrits. — Après avoir étudié le tome V, nous pourrons poser : 
DÉFINITION. — Étant donné une nappe et un point S, on appelle cône circonscrit à 4 de 
sommet S l'ensemble des tangentes à Z qui contiennent S. 


Nous pouvons cependant, d'ores et déjà, adopter cette définition dans le cas où # est unesphère. 


7.3.5. Les conoïdes 
È (&. E) est encore affine de dimension 3, pas nécessairement È 
euclidien. 


1° DÉFINITION. — On appelle conoïde tout sous-ensemble € de & auquel on 
peut associer un plan vectoriel P de E et une droite affine Z de &, non parallèle 
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à P (!), tels que pour tout point m € #\®, la droite contenant m, rencontrant 2 et 
parallèle à P soit contenue dans €. 


Terminologie. — Le plan vectoriel P est appelé un plan directeur du conoïde ; 
& porte le nom d’axe du conoïde. Si(#, E) est euclidien et si 2 est orthogonale à 
P, le conoïde est dit droit. 

Pour tout me €\2 la droite À,, qui contient m, rencontre et est parallèle à 
P s'appelle une génératrice de €. Tout sous-ensemble . de € qui rencontre toute 
génératrice de € en un point n'appartenant pas à est dit ensemble-directeur du 
conoïde. 


EXEMPLES. — a) @ et & sont des conoïdes. 


b} Toute partie d'une droite affine G est un conoïde d'axe %, de plan directeur P où P est un plan 
vectoriel quelconque tel que ne soit pas parallèle à P. 


€} Tout plan # de direction P est un conoïde de plan directeur P, d’axe % où % est une droite 
quelconque non parallèle à P. 


2° THéORÈME. — Soit F : R° -» R une application polynomiale telle que 
pour tout zER, fixé, l'application polynomiale (x, y) + F(x, y,2) soit p- 
homogène. Étant donné trois formes affines f, g, h sur & de parties linéaires 
indépendantes, le sous-ensemble € constitué des points me & vérifiant 
F{(f{m), g(m), h(m)) = 0 est un conoïde dont un plan directeur est la direction P du 
plan k 7 !(0) et dont un axe est la droite Z intersection des plans #7 !(0) et g7 ‘(0). 


— L'hypothèse implique l'existence des plans affines h = 1(0),f 7 (0), g” (0), 
celle du plan vectoriel P et de la droite ®, ainsi que la non appartenance de la 
direction de Z à P. 

— Si p=0, € est une réunion, éventuellement vide, de plans dont la 
direction est P. C'est un conoïde. 

— Supposons maintenant p>1. Nous avons, pour tout z€R, 
F(0, 0, z) = 0 et donc 2 = €. 

D'autre part, à tout m, € €\ associons la droite À,, qui contient mo, est 
parallèle à Pet rencontre E] “en un point qui sera noté k. “Pour tout me À, il 
existe te R tel que im = = kms. 

Puisque f et g sont affines et puisque f(k) = g(k) = 0, il vient : 


Fm) = 1ffmo) et g{mo) = ig{mo). 
D'autre part km) = km), et, ainsi : 


Fimo), g(mo), h(mo) 


F(Lfmo). tg(mo) h{mo)) 
PF(S(mo), go), h(mo)) = ©. 


On a donc m, € €. 


(!} Par abus de langage, nous dirons qu’une droite affine Z est parallèle (resp. orthogonale) à un 
plan vectoriel P pour dire que la direction de Z est incluse dans P (resp. orthogonale à P). 
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Cas PARTICULIER. — étant muni d'un repère (0, i, j, k) le sous-ensemble des 
points de & d'équation cartésienne F{x, y, z) = 0, où F est une application 
polynomiale du type précédent est un conoïde de plan directeur Vect (i, j), d'axe la 
droite O + RK. 


GÉNÉRALISATION. — Le lecteur pourra généraliser le théorème qui précède en opérant comme 
au 7.3.4, 2°. 


3° Recherche d'une équation cartésienne d'un conoïde. — & est rapporté à un 
repère # = (O, i, j, k). On donne, f, g, h désignant des formes affines indépen- 
dantes : 

— le plan affine (, P) d'équation h(x, y, z) = 0; 

— la droite affine Z d'équation (f(x, y, z) = 0) À (g{x, y, 2) = 0); 

— le sous-ensemble & de &. 


On se propose de trouver une équation cartésienne du conoïde # de plan 
directeur P, d'axe %, dont & est un ensemble directeur. 


1 Cas. — = 8 NA, où À et F' sont donnés par les équations 
cartésiennes : 


FR},2=0 et  Gixy,2=0 ( 


Pour que m, € #\%, de coordonnées (xs, Yo, 20) appartienne à @\9%, ilfautet 
il suffit que la droite A,, d'équations : 


GC, y, 2) = hxo Yo: Zo)) 
A (go: Yo Zo)f(X, }, 2) — fCros Vos Zo)g(x, y, 2) = 0) (2) 


rencontre #\%, ce qui se traduit par l'existence de (x,, y,,z,)e R? vérifiant les 
quatre équations (1) et (2), mais ne vérifiant pas les deux équations : 


fGy,2=0 et gx 7,2) = 0. 
Il restera à adjoindre à #\2 la partie de Z incluse dans €. 


CAS PARTICULIER IMPORTANT : P = Vect (i, j) et 2 = O + Rk. 
Pour m, € #\2, de coordonnées (x, ÿo Zo) AVEC (Xo: Yo) # (0, 0), À, admet 
ici la représentation paramétrique : 


th O+xoti+ yo +zok, teR 
et m, appartient à #\® si, et seulement s’il existe t e R\{0} vérifiant : 
(F(Xof, Yot, Zo) = 0) À (G{xot, of, Za) = 0). 
Nous sommes ramenés, avec les précautions habituelles, à un problème 
d'élimination. 
Nous verrons un exemple au 4°. 


2° Cas. — 7 est donné par une représentation paramétrique : 
td, = O0 + pri + Y(r + 8()k, 1EA (AC R). 
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Posons : 
A'=îteAldé 2). 
— En raisonnant comme dans le 1*cas, on constate que m, e &\2 
appartient à @\ si, et seulement s’il existe t € À’ vérifiant les deux équations : 
ee VO, (9) = k(xo Yo 20) 
90%: Vos Zo) (PE), VU), 8) — fx Yo Zo7(pU), Y(, 8(D) = 0 


Ici encore il y a lieu de traiter à part l'ensemble € An . 
— Dans le cas particulier de P = Vect (i, j) et ® = O + Rk, on adopte 
évidemment : 


JRrD=Xx  gRyz=y et  h(xyz=z 


EXEMPLE DE L'HÉLICOÏDE DROIT. — Dans (8, E) euclidien rapporté à (O, i, j, k) orthonormat, il 
s'agit du conoïde de plan directeur Vect (i, j), d'axe O + Rk, d'ensemble directeur lhélice circulaire # 
représentée paramétriquement par : 


t + O + (acos th + {a sint} + btk, teR (a,b)e(R*}. 
Ici gs n 3 = Get 4 = À = R. On écrit : 
FER {bt — 2, = 0} À (pa cost — x, sint — O) 
En remarquant que 3 € €, on obtient l'équation cartésienne de € : 
2 2 


ÿcos- — xsin- = 0. 
b b 


— Siéest orienté et si le repère est direct, on en déduit une première équation cylindrique de € : 


dr 
psin(e -_}]=0. 
b 


À titre d'exercice, le lecteur vérifiera qu'une autre équation cylindrique de € est : z = b8. 


4 Complément sur les quadriques. — a) THÉORÈME ET DÉFINITION. — Dans 
un espace affine (&, E) de dimension 3, on donne une direction de plan P et deux 
droites affines Z et &, ni coplanaires, ni parallèles à P. L'ensemble € des points des 
droites parallèles à P qui rencontrent Z et 7 est un conoïde de plan directeur P 
d'axe 2 et d'ensemble directeur 7 (et aussi d'axe . et d'ensemble directeur 2). Un 
tel conoïde est appelé paraboloïde hyperbolique. 


Vérification immédiate. 

Pour étudier analytiquement le paraboloïde hyperbolique#, nous pouvons 
choisir le repère Æ = (0, i, j, k) tel que & = O + Rk, P = Vect (i, j), et que # 
admette des équations de la forme : 


{x = a) À (z = 6) avec (a, ô) e (R* }. 


D'après le calcul du 3° (1% cas), m, € &\® appartient à @\2 si, et seulement s’il 
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existe £ e R\{0} vérifiant 


(ot = 4) À (Zo = ÉYot) G) 


ce qui exige d’ailleurs x; # 0. 

À cause de a # 0, 5 — O ne peut vérifier (3); nous avons donc à écrire que 
x, # Det qu'il existe un réel vérifiant (3), réel qui ne peut évidemment être que 
a/x,. En conclusion, #\% admet pour équation : 


(xz = 6ay) À (x # O). 


Comme tout point de % appartient à une génératrice et est ainsi un point du 
paraboloïde hyperbolique, celui-ci admet pour équation : 


xz = Üay. 


— Cette équation montre que € est aussi le conoïde de plan directeur 
P' = Vect (j, k), d'axe O + Ri, et d'ensemble directeur 7’ d'équations : 


(z = a) A (x = y). 
D'où les deux familles de génératrices de € : 


F = (Ah où À, admet les équations (x = ha) À (kz = Ôp); 
F' = (Air où A; admet les équations {z = ka) À (x = ôy). 
Le lecteur vérifiera aisément que : deux génératrices d'une même famille sont non 


coplanaires, deux génératrices de familles différentes ont un point commun, par tout 
point de € passe une et une seule génératrice de chaque famille. 


b) Revenons à l'étude de la quadrique 2 d’un plan affine euclidien qui est 
représentée dans un repère orthonormal (s, 4, J, K) par l'équation : 


X1/p— Y/qj—-2Z=0, (p>0,q>0), (cas VIII du 7.3.2, 4°). 
En posant : 
Xp YNV/a= x; XINP+YNa=Y, z2=7 


on obtient un repère (s, f’, J’, K), qui n'est orthonormal que si p = q = 2, 
dans lequel 2 admet une équation : X’Y' = 27, ce qui montre que 2 est un 
paraboloïde hyperbolique au sens de la précédente définition. 


FIG. 24. 
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Sur la figure 24, on 2 représenté la partie de 2 qui vérifie 
(—ausX<a)n(ZZ>#)  («BeR*. 
On a tracé les génératrices sX" et sŸ". 


5° Conoïdes circonserits. — Voir tome V. 


7.3.6. Les ensembles de révolution 


è (&, Ê) est un espace affine euclidien de dimension 3, $ 
tous les repères considérés sont orthonormaux. è 


1° DÉFINITION. — On appelle ensemble de révolution tout sous-ensemble 4 
de & auquel on peut associer une droite de & telle que, pour tout point m € 6’ le 
cercle d’axe Z qui contient m soit inclus dans 7. 


Terminologie. — On dit que Z est un axe de . Tout plan contenant Z est dit 
plan méridien. Pour tout m e #, le cercle €,, qui admet Z pour axe et contient m 
est un parallèle de #. 

Toute partie # < # qui rencontre tout parallèle de # est dite ensemble 
directeur de #. En particulier, pour tout plan méridien ?, # n # est un 
ensemble directeur qui est dit méridienne de #. Soit Pt une méridienne; toutes les 
autres méridiennes s'en déduisent par rotation d’axe ®; d'autre part, si G est le 


groupe des rotations d'axe %, alors 4 = [J (M). 
reG 


Remplaçant la méridienne par l’intersection de avec un demi-plan fermé 
limité par , nous obtenons un nouvel ensemble directeur de qui est dit demi- 
méridienne et possède les mêmes propriétés qu'une méridienne, sauf la symétrie 
par rapport à 2. 


REMARQUES. — a) Gdésignant le groupe des rotations d’axe %, & est un ensemble de révolution 
d'axe si, et seulement si pour toutre G,r(#) = #. 


b} Un plan est un ensemble de révolution d'axe Z où % est l’une quelconque des droites de # 
orthogonales au plan. 


2° THÉORÈME. — On donne une application F : R? — R, une forme affine sur &, 


g, non constante, et un point © € #; on note j l'application de # dans R qui à m 


+ 
associe ||om||?, et. le sous-ensemble des points m € & vérifiant F(f(m), g(m)) = 0. 
Alors & est un ensemble de révolution dont un axe est la droite Z qui contient le 
point & et est orthogonale au plan g7 (0). 


Pour tout me &, on note €,, le cercle d’axe % qui contient m. 
Pour tous m, € et m, € €, nous avons : 


Uno) = fm) À (gGmc) = g(mo). 


Fm), g(m)) = F(fimo) g(mo)) = 0, et mie f. 0 


D'où : 
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e Recherche d'une méridienne de . — Dans la pratique, on dispose d'un 
repère orthonormal Z = (O, i, j, k);,(, B, y) désignant les coordonnées de ©, on 
a: 

Jim) = (= +(p— BP +(2— y) et  g(m) = ux + vy + wz + h, 


le vecteur non nul n = ui + vj + wk étant un vecteur directeur de 2. 
On introduit un nouveau repère orthonormal #' = («, I, J, K), où K est 
(u2 + 0? + w2)-n,et où (@, I, J) est un repère orthonormal — qu'il est inutile 
d'expliciter — du plan ? orthogonal en w à . 
Pour tout me &, nous avons ainsi f(m) = X? + }? + Z? et, en utilisant 
deux expressions de la distance algébrique de # à m: 


gÜm) — g(o) = Ju? + v? + w?Z. 
admet dans le nouveau repère l'équation : 


F(X2 + Y2 + 72, Ju? + 0? + w?Z + g(@)) = 0. 


On obtient une méridienne en coupant & par le plan d'équation Y = 0. 


EXEMPLE. — Étude du sous-ensemble S de € qui admet dans @ l'équation : 
x + y + 2 — 3xyz — a = 0, aeR*. 
Le lecteur montrera qu'une autre équation de # dans & est : 


(x + y + 2307 + y? + 22) — {x + y + 2ÿ}) — 20° = 0 
ou g(m)(3f(m) — g7(m)) — 24° = 0 
avec : 
FU) = x? + y? + 2? et g{m) = x + y +2. 


D'après le théorème, # est une surface de révolution d'axe O + RK avec K = 3-1/2{i + j + k) 
Dans tout repère orthonormal de la forme (0, 1, J, K}, # admet pour équation : 


3/32Z(X2 + 3-24 = 0 
On dispose de la méridienne M : 
(= 0) À (G/32ZX2 — 20 = 0), 


En remarquant que X n'est nul en aucun point de M, le lecteur construira JM en la considérant comme 
la courbe plane d'équation Z = 2a5/(3,/3 X?) dans le repère (0, I, K}; il aura ainsi une idée de la 
forme de #. 


e CAS PARTICULIER IMPORTANT. — & est rapporté à un repère orthonormal 
@ = (0, i, j, k); G est une application de R? dans R. Alors le sous-ensemble de & 
qui admet G(X? + Y?, Z) = O pour équation dans le repère Z est l'ensemble de 
révolution d'axe 2 = O + RK, dont une méridienne a pour équations : 


(Y = 0) À G(X2,Z)= 0. 


— On se ramène au théorème en remarquant qu'il existe une application 
F:R?-—R telle que : 


VOX Y,Z)ER  G(X? + Y?,Z) = F(X? + Y? + Z2,2) 
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— On peut ausi reprendre le raisonnement en remarquant que, pour tout 
mo € 6 le cercle #,, d’axe 2 qui contient m, a pour équations dans Z : 


EX? + V2 = X3 + Yi) A (Z = Zo). 


REMARQUE. — Dans le cas particulier, une équation cylindrique de # est G(p?, z) = 0. D'autre 
part, 8,€ R étant arbitrairement choisi et 7 désignant (cos 6,}{ + (sin 6, la méridienne contenue 
dans le plan méridien d'équation polaire @ — 6, = 0 admet, dans le repère orthonormal (0, I, k} 
l'équation G(X?, z) = 0. 


3° Recherche d'une équation cartésienne d'un ensemble de révolution. — & est 
rapporté à un repère Æ = (0, i, j, k). On donne un sous-ensemble & de & et une 
droite 2 = © + Rn avec : 


© = O0 + où + fj + yk; n = ui + 0j + wk, (u, v, w) # (0, 0, O). 
On se propose de trouver une équation cartésienne dans # de l’ensemble de 


révolution # dont Z est un axe et 7 un ensemble directeur. 


1% Cas: g = 8 n &' où Æ et #' sont données par des équations 
cartésiennes : 
fGY,2=0 et gx, y,2) = 0. ©) 


Pour que m, € &, de coordonnées (xs, Yo, 0), appartienne à #, il faut et il 
suffit que le cercle &,, d'équations : 


@ fe — 0 + (y — BP + (2 — 7 = (to — 97 + (vo — BY + Go — 
UC — X6) + 0(Y — Yo) + WG — 2o) = 0 

rencontre æ, ce qui se traduit par l'existence de (x,, y:,z,)e R° vérifiant les 

quatre équations (1) et (2). 


CASPARTICULIERS. — &) 2 apour direction Rk (u = v = 0,w = 1). 
Il est plus commode d'adopter pour équations du cercle €,, : 


(Ce — a) + (y — BF = (co — 9 + Oo — BY)A G — z0 = 0) (2) 


b) 2 = O0 + Rk et «# est une méridienne. 
Si G(X?, z) = 0 est une équation de .# dans un repère (O, £, k), où 


1 = (cos 6,)i + (sin 66), 


le calcul fournit l’équation G(x? + y?,2) = 0 de 7. 

c) 2 = O + Rket «4 est une demi-méridienne. 
Si(F(X, z) = O)A(X > 0}est une équation de # dans un repère (O, I, k),on 

dispose de la méridienne d’équation dans (O, ?, k) : 
F(X, 2).F(— X, 2) = 0, qui s'écrit en général G(X?, z) = O, ce qui ramène à b). 


EXEMPLE. — ® = O + Rk; # = # n 4, Æ et P' étant respectivement le cylindre et le plan 
d'équations : 
x? -4x+2=0 et x+z=l () 
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(Un changement de repère montrerait que «7 est une hyperbole.) Adoptons ici : 
C2 + y = xÿ + PS) AZ — 20 = 0). (ea) 


Les éléments de R? vérifiant (1) et (2’) sont les triplets (1 — z,,y, 20) où y, est l’une quelconque des 
racines réelles communes aux deux équations algébriques : 


Cp + 2 + 220 — 1 = OjA(y? — x — yè + 22 — 229 + 1 = 0} 
La condition d'existence d’un tel réel y, est : 
bc + yè — 278 = 0) a(z3 + 2x9 — 1 > 0). 

Une équation de # est donc : 

GE + = 22 = agé] 1-2 - 1+ 20 
S est la partie du cône de révolution d'équation x? + y? — 27? = Oqui est située « à l'extérieur » de 
la bande ze J— 1 — ,/2, — 1 + /2L. 

2° Cas : «7 est donné par une représentation paramétrique : 
te O + (ti + W(tÿ + 6()k, tE À. 


Pour que m, € &, de coordonnées (xs, Yo, 20), appartienne à &, il faut et il 
suffit qu'il existe t € À vérifiant les deux équations : 


(or) — 0)? + (WE) — 8)? + (6() — YŸ = (xo — 9° 
G) + Go — BŸ + (20 — 
(pti) — xo) + 0) — Po) + W(8() — 20) = 0. 


Dans le cas particulier où % a pour direction Rk, on remplace (3) par 
@&) — 9) + (WG) — BF = (ko — 9 + Yo — DA Go — 80) = 0). 


4° Complément sur les quadriques. — à) DÉFINITION. — On appelle 
ensemble gauche de révolution tout ensemble de révolution dont un ensemble 
directeur est une droite & ni coplanaire à l’axe %, ni orthogonale à 2. 


En utilisant la perpendiculaire commune à et æ, naus déterminons un 
repère orthonormal (0, i, j, k) dans lequel est O + Rk, et «7 admet la 
représentation paramétrique : 


tMmO+ai+ti+ôtk, teR, (aëè)e(R*}. 
Nous avons à écrire (cf. 2-ième cas du 3°) qu'il existe te R vérifiant : 
(a? +8 = xè + yè) À (20 — 8t = 0). 
D'où l'équation cartésienne de & : 
x? + y? — 22/87 = a?. 


P est donc un hyperboloïde à une nappe, au sens du 7.3.2, 3°. Soient G le groupe 
des rotations d’axe Z et T l'ensemble des symétries orthogonales par rapport aux 
plans qui contiennent Z. Les familles de droites : 


F = (he € = (Mer 
RAMIS. — Math. Spéc. 2. Algèbre 10 
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sont formées d’ensembles directeurs de qui, ainsi que le lecteur le vérifera, 
possèdent les propriétés : 
i) # =) À; # = U À; 
AT A'EF" 
ïi) Deux éléments distincts de Æ (resp. F') sont non coplanaires ; 


ii) Un élément de F et un élément de F' sont coplanaires; 
iv) Par tout point de S passe un et un seul élément de chaque famille. 


b) D’après 7.3.2, 3°, tout hyperboloïde à une nappe 2 d'un espace affine 
euclidien peut être considéré comme image d’un ensemble gauche de 
révolution dans une affinité orthogonale. Il existe donc deux familles # et Z* de 
droites incluses dans 2 et possédant les propriétés i) à iv). 

À partir de l'équation réduite, dans un repère orthonormal (o, I, J, K) : 

XJo? + Y2/B? — Z?/y? —- 1 = 0 
on peut introduire : 
Jen) = X/a — Z/fy; glm) = X/a + Z/Y, 
hGm) = 1 — Y/B; l(m) = 1 + Y/f 


et vérifier que l’on peut adopter : 


EF = F' = (A. 
F = (idanervoon € FE (doper 


où À, et AÀ;,, sont représentées dans (@, 1, J, K) par : 


Om) = ph(n)) À (ug6m) = Mn) 
et 


On) = Him) A (ugGm) = Ah). 


On notera que À, , et A’, ne changent pas si on multiplie À et y par ke R*. 


5° Complément sur le tore. — DÉFINITION. — On appelle tore tout ensemble 
de révolution admettant pour ensemble directeur un cercle et pour axe une droite 
incluse dans le plan du cercle et n’en contenant pas le centre, 


Soient € un cercle de centre &, de rayon R > 0, contenu dans un plan #, et 

9 une droite de ? telle que w € 2. Pour étudier le tore & d’axe % et d'ensemble 

directeur €, choisissons un repère orthonormal (0, i, j, k) tel que O soit la 
ee 


projection orthogonale de & sur Z, que Z = O + Rket que Où = ai, a > 0. 
€ aamet ainsi les équations : 


(y = 0) À ((x — a)? + 72 = R?). 


La méridienne& n Ps'écrit& LU €’, où €’ est le cercle de © symétrique de € par 
rapport à ®. Dans le repère (O, i, k) cette méridienne admet l’équation : 


Ge? + 27 — 2ax + a? — R?)(x? + 22 + 2x + a? — R?) = 0. 
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& admet donc (cf. cas particulier b) du 3°) dans (0, i, j, k) l'équation : 
Ce? + y? +27 + a? — R?}? — 4a?(x? + y?) = O0. 


— Sia>R,6 n = G; 6 est dit tore à collier; 
— Sia=R,6 n = {0}; 6 est dit rore à collier nul: 
— $Si0<a<R,6 n est constitué de deux points; & est dit tore croisé. 


FiG. 25. 


En utilisant des coordonnées cylindriques, le lecteur vérifiera que &# admet la représentation 
paramétrique : 
@6,t}t 0 + (a +R cos t{{cos 8)i + (sin 8)j) + R{sin #}k 


avec (0,r)ef[O,2a[ x [O2rf. 


6° Ensembles de révolution circonscrits. — Voir iome V. 


7.3.7. Applications 


1° Le lecteur étendra ce qui a été dit au 7.2.5. Voici quelques exemples 
d'étude d’un sous-ensemble de l'espace affine euclidien (&, E); nous utiliserons 
successivement la méthode directe (exemple D et la méthode indirecte (exemple Il). 


EXEMPLE I. — On donne deux droites ® et '. Étudier l'ensemble .# des points dont les distances à 
@ et ®' sont égales. 

Que 2 et 2’ soient coplanaires ou non, il existe au moins une perpendiculaire commune # 
rencontrant ® en het ' en h’ (avec éventuellement À = h'). Posons Z = © + Rk, où k est unitaireet 
où O est le milieu de (h, h'}. désignant le plan orthogonal en © à Z, nous disposons des projections 
orthogonales 3, et de 2 et Z' sur ?, avec O e 3, n ®. Il existe donc un repère orthonormal 
(©, i, j) de @ dans lequel 3, et 2! admettent les équations cartésiennes respectives : 


Xcos& + psinœ =0 et xcosx — ysinx = 0, œeR. 


(©, i, j, k) est un repère orthonormal de & dans lequel et 2’ admettent les équations cartésiennes 
respectives (avec ae R,) : 


(x cosa + ysinæ = 0) À {z = 4} et (xcosæ — ysina = 0) À (z = — a}. 
Pour tout m, € & de coordonnées (x,, Yo, Z0}, les carrés des distances de m, à et 2’ sont : 
(x) cos à + yo sin a)? + {29 — a) et (x, cos à — y, sin &}? + (29 + a’. 
On en déduit que «7 admet, dans (O, i, j, k), l'équation : 


Xy Sin & cos & = az. 
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Dans le cas général où a sin « cos &« # 0, # est un paraboloïde hyperbolique. Le lecteur étudiera les 
cas particuliers. 


EXEMPLE IL — On donne un plan @,une droite ® ni parallèle ni orthogonale à #, et un point pe 
distinct de O = # n Q. Étudier la réunion « des perpendiculaires communes à @ et aux droites de # 
qui contiennent p. 

Il est manifeste que æ est un conoïde droit d'axe 2. 

Le lecteur vérifiera que l’on peut adopter un repère orthonormal (©, i j, k) tel que 2 = O + Rk 
et que i appartienne à la direction de #. Soient ainsi y — uz = 0, avec p € R*, une équation de #,et 
(a, b, €}, avec b = pc, les coordonnées de p. 

Les droites de # qui contiennent p sont : 

— d'une part la droite A d'équations {y — uz = 0} À {x — a = 0); la perpendiculaire 
commune à ® et À est visiblement # = © + Ri; 

— d'autre part les droites de la famille (A,j,.m, où A, admet les équations : 


GO — nz = 0) a (f(x — a) + y — b = 0); 
la perpendiculaire commune à 2 et À, est dirigée par le vecteur : 
kRAG—-t—pU'EX) =ti +) 
at +b 


del +) 
On en déduit # = # L &, où # admet la représentation paramétrique : 


et elle rencontre 2 au point © + 


4 ) ti j at +b k mn ) 2 
rar me ke, ,p}e R°. 
&p) DH MBENE ES nn p 


e A titre d'exercice, cherchons une équation cartésienne de æ. Soit m, € #, de coordonnées 
%os Yo: Zo). L'assertion m, € & s'écrit : 


HER  (xo = yo) À (nil + f'}z, = at + b). 
— Siy, = 0, on constate que m,e Æ exige x, = 0, et s’écrit : 
(to = 0) À (1 & 20 £ 22}, 
où z, et z, sont les zéros de 
TU) = — 4u?2? + dpbz + a,  (avecz, < 0 < z,). 


En d’autres termes, si y, = 0, l'assertion m, € s'écrit m, € 2", où Q' est le segment de la droite 
limité par les points d’abscisses z, et z.. 
— Si y, # 0, on constate que m,e @ s'écrit me €, où € est le conoïde droit d'axe 2, 
d'équation : 
ut? + y?}z — axy — by? = 0. 
En remarquant que le plan y = Ocoupe# suivant ® LU %,eten reprenant = # LU &,on obtient : 
=D LED) où = (29) 


Comme tous les points de &\2 ont une cote comprise entre z, et z, on peut écrire finalement 
l'équation suivante de æ : 


(HG? + ÿ}z — axy — by? = 0) AZ <2< 2) 
e Le conoïde droit € appartient à une famille de conoïdes, que nous allons étudier. 


2° Complément : Le conoïde de Pliücker. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — € étant rapporté à un 
repère orthonormal (0, i, j, k} l'ensemble € d'équation cartésienne : 


26 + y?) — ox — 2Bxy — yz? = 0, (a. B, Ye R*\{(0, 0, 0); 


est un conoïde droit d’axe Z=0 + Rk, qui est dit conoïde de Plücker. 
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Vérification immédiate, d’après le théorème du 7.3.5, 2°. Ê 

Notons que la forme de l’équation de € ne change pas si on remplace O par un autre point de Z, 
et (i, j) par une autre base de la direction de plan orthogonale à &. 

On obtient en particulier deux droites orthogonales A et A’ si, et seulement si, on coupe € par le 
plan d'équation z = (œ + y}/2 dont l'intersection avec 2 est notée w; on dit que À et A’ sont les 
génératrices principales du conoïde. Si on adopte un nouveau repère orthonormal (w, 4, J, k)tel que les 
droites w + RI et w + IRJ soient les bissectrices de À et À’, le conoïde admet une nouvelle équation, 
dite réduite, de la forme : 


Z{X? + Y?)— GX? — Y)=0 8EeR* 
et donc une équation cylindrique de la forme : 
{p = 0) v (Z = ô cos 28). 


Notons que l'équation cylindrique Z = 8 cos 28 représente (dans le second repère) le conoïde droit 
# que l’on obtient en otant de € les points w + zk, z é {— |B|, lôl]. 


EXERCICES 


La notation (6,}, n € {2,3} , indique que l'on se place dans un espace affine euclidien de 
dimensionn; la notation (&,, À) indique que cet espace est rapporté à un repère 
orthonormal qui, pour n = 3, est noté tantôt (O, i, j, k), tantôt (O, e;, e., e2). 


7.1. — (#;). RELATIONS MÉTRIQUES DANS UN TRIANGLE & = (x, y,Z) — On note 
+ _ 


a = j|yz||; par angle A(0 < 4 < x) on entend l'écart angulaire de vecteurs M et xz. On 
introduit les hauteurs, les médianes, les bissectrices intérieures et extérieures; d’où des 
segments qui sont notés h,,m,, i,, e,, et ainsi de suite ; R,ret r, sont les rayons des cercles 
circonscrit et inscrit et celui du cercle exinscrit « dans l’angle 4 »; S est l'aire; p est le 
demi-périmètre (2p = a + b + c). 
Vérifier les formules : 
b?+ ec? — a? 


A = ; sinA a bp — c); 
cos À = ne K PARA pp — aj(p — bp — c); 


2R; 


sin 


Fes, a b € 


2 bc * sin4 sinB snC 
1 1 . 
S=;ah, =; besin A = pr = /pip — ajfp — bi(p — 0): 


abc 


R = ; 
(a + b +cj(a + b — ca — b+c—-a+b+c) 
4m? = 2(b? + €?) — a?; @—a}r, =S; 
2 2 
sl, a . . 2 = — è : 
la De vie abc; e, Pa Ve — bp — dbc(sib # 6) 


7.2. — (&,). Danstout triangle ona 3./3 $< p? (notation du 7.1), avec égalité si, et 
seulement s’il s’agit d’un triangle équilatéral. 
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7.3. — (&,} On donne un triangle isocèle & = (x, y, z), avec Ixyll = Ill Un 
cercle est tangent intérieurement au cercle circonscrit à & et, en outre tangent en p et q 
respectivement aux droites xy et xz. Montrer que le milieu de (p, g} est le centre du cercle 
inscrit dans &. 

74. — (8). On donne trois droites 2, ie N3, déterminant un triangle. Étudier 
l’ensemble des centres des triangles équilatéraux dont les trois sommets appartiennent 
respectivement à 2,, 2, et ®,. 


T5. — (&,). THÉORÈME DE Simson. — Montrer, par des considérations d’angles de 
droites, que l'ensemble des points qui se projettent en des points alignés sur les côtés d’un 
triangle est le cercle circonscrit. 


76. — (&,, @). On considère le triangle & dont les côtés sont les droites 
D, =f; (0), avec f(x, y) = x cos a, + ysina — B, fe. 
e) Montrer que : 
Pass Sin (oz — &s) + fifi Sin (os — 1) + if Sin (œ, — à) = 0 


est une équation du cercle circonscrit à &. 
Exprimer le rayon de ce cercle en fonction des à; et des G.. 


b) Nature de l’ensemble des points de #, dont les projections sur les 2, forment un 
triangle d'aire donnée. Retrouver, en particulier, le théorème de Simson (7.5). 


TT. — (6). On donne un cercle et l’une de ses tangentes &. Quand on peut mener 
parmeé; deux tangentes à & déterminant avec & un triangle, on note f{(m) l’aire de ce 
triangle. Étudier ensemble de définition de la fonction f ; calculer ses extremums. 


T8. — (#,} On donne un cercle & et deux tangentes parallèles & et &”. Soient et 
Z' deux tangentes variables orthogonales, l'une et l’autre distincte de & et &'. On note : 


DAnEë=ip}; Drneë=ip}; Dne& ={g}; nc ={g}. 
Nature de l’ensemble engendré par le point d’intersection des droites pq' et p'q ? 


79. — (#,, À). On donne deux cercles sécants €, de rayons R;, ie N,, sous la 
forme f ; *(0), (équations normales). Montrer que chacun des cercles (R,f, + R,f) ‘(0} 
coupe #, et €, sous des angles égaux. 


7.10. — (#,,Æ). On donne trois cercles €, d’un même faisceau, de centres w,, de 
rayons R, ie N, sous la forme f; (0), (équations normales). 


a) Montrer que : w,0,f, + w3&, f, + &,&, f, est la fonction nulle de &, vers R. 
b) On considère un quatrième cercle, qui coupe €; sous l’angle @;. Montrer : 


w,03R, cos @, + w,w,R, Cos @, + ww, R; cos p3 = 0. 


711. — (#,). Soient 2, ie N,, quatre droites telles que trois quelconques d’entre 
elles déterminent un triangle. Pour 1 < i < j < 4, on note 3, n 2; = {a;;}. Montrer 
que les cercles qui admettent respectivement pour points diamétralement opposés a,, et 
d34; 413 Et 4, 414 €t @3 appartiennent à un même faisceau linéaire. 


712. — (&,). Nature de l’ensemble des points dont les polaires par rapport à trois 
cercles donnés sont concourantes ? 
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7.13. — (#,). On donne un triangle (a,,@,,a). Soient O le centre du cercle 
circonscrit, et, pour (i, j, k} distincts appartenant à N, b, le centre du cercle circonscrit au 
triangle (0, a, a,). Montrer queles droites ab, i e N,, sont concourantes. (On s’en tiendra 
au cas général). 


7.14. — (#,). On donne un cercle et l’un de ses diamètres 2. Nature de l’ensemble 
des centres des cercles tangents à Z qui coupent € sous l’angle & = x/4 ? 


7.5. — (#,). Montrer que les cercles T qui font des angles égaux avec deux cercles 
sécants donnés & et €’ sont orthogonaux à un cercle fixe ou à une droite fixe. Cas où &et 
<' ne sont pas sécants. 

Même question lorsque la somme des angles de F avec # et €’ est r. 


7.16. — (&,). Soient F et F' deux faisceaux linéaires de cercles ayant un point limite 
commun. Nature de l’ensemble des points communs à deux cercles orthogonaux € e # et 
ge. 


717. — (&,). Construire un triangle (a, b, c) connaissant les points d’intersection 
a', b',c' des médianes et du cercle circonscrit. On se placera dans le plan de la variable 
complexe; on montrera que les affñixes à, fi,y de a',b',c' sont liées à l’afixe z de 
l’équibarycentre de (a, b, c) par : 
1 1 1 
+ + = 0. 
2x z2—-$ z—-7 


7.18. — (#,). LIMAÇON DE PasCaL. — On donne le cercle €, le point OU € € et le réel 
strictement positif a. Pour tout p e €, 2, désigne Aff (0, p) si p # O,etla tangente en O à 
€sip = O;onassocie à ples points met m' de 2, vérifant|Ipmi| = ||pm'|| = a. On appelle 
limaçon de PascaL Fensemble & engendré par m et m’ lorsque p décrit €. 

a) Trouver, dans un repère judicieusement choisi, une équation polaire et une 
équation cartésienne de Z. 

b) Étudier le cas particulier où a est longueur d’un diamètre de €; # porte alors le 
nom de cardioïde. 


7.19. — (#;). STROPHOÏDE, cissoïpe. — On donne le cercle €, la droite 3, le point 
Oe,avec O & 3. Pour tout pe 3,2, désigne AfF(O, p). Si la droite 2, n’est pas tangente 
en O à €, elle coupe & en O et en 4 # O: sinon on pose g = O. 

a) Trouver, dans un repère judicieusement choisi, une équation polaire et une 

— 


équation cartésienne de l'ensemble «7 qui est engendré par le point © + gp lorsque p 
décrit 2. 


b} Étudier les deux cas particuliers suivants : 
— est un diamètre de €; æ porte alors le nom de strophoide; 
— est une tangente à €: # porte alors le nom de cissoide. 


Parmi ces cas particuliers on examinera les cas où 2 est en outre parallèle à la 
tangente en O à € (st.ophoïde droîte, cissoïide droite). 

7.20. — (&,, À). On considère les points fixes a et a’, de coordonnées (x, a)et(— x, &), 
et les deux points variables p et p’ de coordonnées (6, 0) et (Ë’, 0), avec &E' = 1. 

a) Nature de l’ensemble décrit par le point d’intersection des droites ap et a'p' ? 


b} Étudier l'ensemble décrit par le point d’intersection autre que © des cercles 
circonscrits aux triangles (0, a, p) et (O, a', p'). 
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721. — (#,). Le point m décrit une ellipse de foyers f et f’. Montrer que le centre du 
cercle inscrit dans (m, f, f’) engendre une conique de sommets f et f”. 


7.22. — (6,, @). Soient æ l'ellipse d’équation x? + 4y? — 8y = 0, w son centre, et a 
un point de #, tel que a # «/ ;met m' désignent des points variables de &, symétriques par 
rapport à w et distincts de ©. Les projections orthogonales de a sur les droites Om et Om’ 
sont alignées avec un point fixe. 


7.23. — (&,, &). Discuter suivant À € R la nature de la conique d’équation : 
A + 6x2 + y?) + 201 — Axy — 4ky + 1 = 0. 
On déterminera, s’il y a lieu, les coordonnées du centre et celles des foyers. 


7.24. — (#,, @). On donne le point a de coordonnées (O, a). Étudier l'ensemble des 
points de contact des tangentes menées de a aux cercles tangents aux deux axes de 
coordonnées. 


725. — (#,). On donne un faisceau de cercles #. Étudier l’ensemble : 
a) des points des cercles de # en lesquels la tangente a une direction donnée; 
bj des points des cercles de # en lesquels la tangente passe par un point donné: 


c) des points d’intersection des cercles de # avec ceux de leurs diamètres qui passent 
par un point donné. 


7.26. — (8,, &). Trouver une équation réduite de la conique représentée par chacune 
des équations : 


13x? — 32xy + 37y? — 2x + 14y — 5 — 0, xy + 3x + 5y —4 = 0 
(2x + 3y} + 4x + 67 — 5 =0;, (2x + 3y} + 4x + 5y — 5 = 0 
Ge — x0 + (y — y) — e2(x cos à + ysina — p} = 0 


et écrire dans chaque cas les formules de changement de repère. 
7.27. — (&,, &). On considère les coniques d'équations : 
x? sin? 0 — xy sin 20 + y2(1 + cos? 8) = a? sin? @. 
Étudier l’ensemble des foyers, puis l’ensemble des sommets. 


7.28. — (#,, À). Soit Pe R[X]. de degré 3. Montrer que lorsque l'équation 
P(x) — P(y) = 0 représente la réunion d'une droite et d’une ellipse, celle-ci a une 
excentricité fixe. 


7.29. — (#,). Ensemble des centres d’une hyperbole équilatère variable dont on 
donne un foyer et un point. 


730. — (#3, À). Condition pour que le plan d’équation ux + vy + wz + h = 0 
coupe suivant deux cercles orthogonaux les sphères d'équations 


x? + y? + 22 — Dax — B? = 0; x? + y? + 22 + 2ux — B2 —0 


731. — (#3, À). Trouver les coordonnées du centre de la sphère circonscrite 

au tétraèdre dont les faces ont pour équations : 
X+y+2z=5; xX+y—-2z=4; 
X—y+2z=6; —x+y+z=-1l 
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732. — (#3, À}. Soient &,, &, « les racines (supposées réelles) de Péquation : 
Ê+pt +q+r=0 


et 4;, 4, 4, les points O + œe,, O + &e,, O + 363. 
Exprimer en fonction de p, q, r le rayon du cercle circonscrit au triangle (a,, a, aa). 


_ — 
7.33. — (#;). On donne une sphère # et un point intérieur O. Les vecteurs Oa, Ob, 
_ 


Oc sont deux à deux orthogonaux et tels que a, b, c appartiennent à . On définit m par 
Om = Oa + Ob + Oc. Nature de l’ensemble décrit par m lorsque a, b, c varient. 


S 


7.34. — (&;, %). Le point m décrit la sphère x? + y? + z? = 1; la sphère de centrem 
et de rayon 1 coupe la droite © + Re;en Oetena, ie N,. Étudier l’ensemble décrit par 
l'orthocentre de (a,, a,, a). 


7.35. — (&:, À). Sur les axes de coordonnées, on définit six points distincts de © par : 


Oan = des Oa = des leNs. 
a) Montrer que les orthocentres des huit triangles (a,, a,; au), (ii, k)e N3, 
appartiennent à une même sphère #. 
b) Soient R le rayon de #, et y la puissance de © par rapport à . Montrer : 


1 E 1 AR? 3 1 1 
vÈ os 


= Or Ÿ m1 Ni ir 


c) Démontrer que pour que les centres de gravité des huit triangles soient sur la 
sphère , il faut et il suffit que les six points donnés soient cosphériques. 


7.36. — (#3, À). Soient et & les cercles d'équations : 

(Cd) : G& = 0) À (x? + y? —2y — 1 = 0) 

(&) : (x = 0) À (x? + y? + 2y — 1 = 0). 

#, sst la sphère de centre O + æk qui contient # ; 4% est la sphère de centre O + fi qui 
contient #. 

a) Montrer que, quels que soient x et B, , et 3 sont orthogonales. Écrire des 
équations de €, = #, n #$;calculer les coordonnées du centreet le rayon de ce cercle ; 
vérifier que son plan contient un point fixe; comment ce cercle coupe-t-il .g et &# ? 

b) Étudier l'ensemble engendré par le centre de Es : 


— quand & (ou B) varie seul; 
— quand & et f varient indépendamment l’un de l’autre. 


7,37. — (#3). Ensemble des centres des sphères qui coupent suivant des grands cercles 
deux sphères données. 


738. — (83, À). Trouver une équation réduite de la quadrique représentée par 
chacune des équations : 


2x? + 2y2 + 22 — Dyz + 22x + 4x — 2y — 2 +3 = 0; 
(x + y}{y — 2) + 3x —5y =0; 
x? — Dp? — 7? — Ayz + 2xz + 2y + 2z + 3 = 0; 
x? + 9? + 427 — 12yz + 42x — 6xy + 4x — 2y +z +4=0. 
et écrire dans chaque cas les formules de changement de repère. 
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7.39. — (#3, #). Montrer que les équations (à coefhcients réels) : 


(ox + By + 2) + (ox + By + 2) + (ox + By + v'z}? — 1=0 
(ax + ay +o"2ÿ + (Bx + By + B'2Ÿ + (vx + Yy +72 — 1=0 


représentent en général des ellipsoïdes isométriques. 


7,40. — (#3. À) Trouver une équation du cylindre de direction de génératrices 
R(i + j} dont un ensemble directeur est : 


(#) Xx=sinf, y = cost, z=sintcost. 
741. — (83, À). Montrer que e° = e* + e” est une équation d’un cylindre. 
7,42. — (#:, À). Nature de l’ensemble qui admet pour équation : 
29 + 3x22 + 3y22 + 6xyz + 2xz + 2yz + x + y = 0, 
7.43. — (#3, À). Trouver une équation du cylindre dont une base droite est : 
(4) x=t,  p=t+l,  2=8-t+1 
7.44, — (&:, À). Parmi les cylindres contenant l'ensemble : 
(a) x = 2/8 — 1), y=1{ —1), z= (2 +1 +t+1) 
existe-t-il des quadriques ? 


745. — (&3, À) Montrer que l'équation (x + 2y + 2)? + 4z = 0 représente un 
cylindre dont les bases droites sont des paraboles; en déterminer le paramètre. 


7,46. — (63, À}. Soit 2 la droite qui contient le point O — 2i + 3jetest dirigée parle 
vecteur i + j + k. Trouver une équation du cylindre de révolution d'axe 2 dont les bases 
droites ont pour rayon 1. 

TAT. — (#3, À). Étudier l'ensemble des sommets des cônes d'ensemble directeur : 

(a) C2 + y} +22 — 1 = 0) À (x + y +2 — 1 = O0). 
qui coupent le plan x0y suivant une hyperbole équilatère. 

7.48. — (#;, %) On donne la sphère # d'équation x? + y? + z? — 2az = 0 
(ae R*). Montrer que, pour z, > 2a, le cône de sommet S(xs, Yo, Zo) dont les génératrices 
sont tangentes à S coupe le plan x0y suivant une ellipse dont un foyer est O et dont la 
longueur de petit axe ne dépend pas de (xo, po). 

7.49. — (83, À). Trouver une équation du cône d'ensemble directeur : 

(C2) x=tft-1, y=ét-D  2=6-0 
dont le sommet est le point de .æ qui correspond à la valeur 1, donnée de t. 

7.50. — (&;). Soit ® une forme quadratique réelle telle que : 

— 
2 = {me &D(Om}) = 0} 


soit un cône de sommet ©, non réduit à {O}. 
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a} Montrer que pour que 2 admette trois génératrices deux à deux orthogonales, il 
faut et il suffit que : tr(Mat D) = 0. 


b} Si cette condition est remplie, 2 admet une infnité de triplets de génératrices deux 
à deux orthogonales. 


7.51. — (#3, #). Trouver les plans coupant suivant deux génératrices orthogonales le 
cône d’équation : 

a} 2x? + y? — 372 = 0. 

b} x? + y? — 22 — 2bxy = O(beR). 


752. — (é,,@) Trouver une équation du cône de révolution d’axe 
© + R{i + j + k) qui contient les axes de coordonnées 


7.53. — (#). On donne deux droites non coplanaires 2 et 2’. On étudie la réunion 7 
des droites À telles qu’il existe une rotation d’axe À transformant Z en Z'. 


a} Montrer sans calcul que, nécessairement, une droite À coupe orthogonalement 
laxe de l’une des symétries qui échangent 2 et 2’. 

b} Montrer que est un paraboloïde hyperbolique. 

c) Comparer cette étude à celle de l'exemple I du 7.3.7. 


7.54. — (&,, À). Nature de la réunion des droites qui contiennent trois points de 
l’ensemble : 


(#) x=t, y=t, z=t. 


7.55. — (83, À) a) Trouver des équations des conoïdes droits 4, et 4, d’axes 
respectifs O + Rk et O + Rj, d'ensemble directeur commun 

(4) x=st pet, z=8û 

b) Étudier , n 4, 

7.56. — (#3, &). Montrer que toutes les génératrices du conoïde d'équation : 

22(x2 + y?) — ay? = 0 
sont des tangentes à l’une et à l’autre de deux sphères fixes. 

757. — (#3, @). Soit € un conoïde de Plücker (7.3.7, 2°). 

a) Un plan ? contient une génératrice À de & et n’est ni parallèle, ni perpendiculaire 
au plan directeur. Montrer que # n € = À L @, où . est une ellipse. Calculer les 
longueurs d’axes et la distance focale de + en fonction des paramètres qui déterminent ?. 
Que remarque-t-on ? 

b) Étudier l'ensemble des projections d'un point donné de & sur les génératrices de €. 


7,58. — (&:, À). Montrer que l'ensemble d'équation : 
a? + y? + 22) + 2h yz + 2x + xp) + 2c2(x + y + 2) + dŸ = 0 
est de révolution. Trouver l'axe et une méridienne. 


7.59. — (£&:, #). Équation et méridienne de l'ensemble de révolution d'axe @ et 
d'ensemble directeur æ#, dans chacun des cas suivants : 
a) 2 = O0 +Rk;(g)x=ty=t,z=t; 
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b) 3 = O + Rk; (sé) x = cost, y = sint,z = sintcost; 

©) D = 0 + Rk; (a) x = cos? 1, y = sin t, z = cos 2t; 

d) 2 = 0 + Ri; (æ) x = (1 + cos #} cos t, y = (1 + cos t) sin f, z = 1 + cost; 
e) s# est la parabole (x = 2? + 22) À (y = 27? — z); en est l'axe; 

P) (@) (y = 0) À (2 = x): (2) = 0) À (xx? + y?) = ay): 

gd D2=0+)j+mk; (x) (z = 0) À (x? + y? — 2ax = 0). 


760. — (#3, #). Comment choisir a et b pour que l'ensemble de révolution d’axe 
© + RKk, d'ensemble directeur : 


(a) Ge = a} À (y? + 22) — b2(y? — 22) = 0 


soit un tore ? 


7.61. — (#3, #). Utiliser une interprétation vectorielle pour trouver la nature de 
l'ensemble qui admet pour équation : 

a) (x? — y2) + (y? — 2x) + (72 — xp}? — af = 0; 

b) (bp? + c2}x2 + (e2 + a2)y° + (a? + b?)z? — 2abxy — 2bcyz — 2cazx = h. 


7.62. — (8). On donne une conique € de foyer f, d’axe focal Z. Soit # l'ensemble de 
révolution d'axe Z, de méridienne €. Un plan , ne contenant pas f, coupe 4 suivant un 
ensemble &. Montrer que le cône de sommet f, d'ensemble directeur + est de révolution. 


7.63. — (&3, @). Soit # le paraboloïde hyperbolique d’équation xy = az. 

a) Déterminer tous les couples de droites (%, 2) tel que # soit l’ensemble des points 
équidistants de et 2’. 

b) Étudier l’ensemble réunion de ces droites. 


7.64. — (#;). On considère une suite (m,),., de points de & ainsi définie : m, est 
arbitrairement choisi ; pour tout n e Ni, m,,, est l'isobarycentre des projections orthogo- 
nales de m, sur quatre plans donnés, dont trois déterminent un trièdre trirectangle. 

a) Montrer que, sauf exception que l’on précisera, les points m, appartiennent tous à 
une parabole €. 

b) Nature de la réunion des €,, quand m, décrit une droite donnée. 


7.65. — (#3, À). Trouver une équation de la réunion des cercles de centre O qui 
rencontrent les deux droites données par leurs équations : 


(2) G=hAG=m; ()&= —h) A (y = — mx). 


7.66. — (#,). Trouver une équation, dans un repère judicieusement choisi, de 
l'ensemble des cercles € qui contiennent deux points donnés a et bet ont une tangente 
incluse dans un plan donné #, lui-même parallèle à la droite Aff (a, b). 

Trouver tous les cercles inclus dans #. 


7.67. — (#;). a) On donne un cercle € et un point a e €. Trouver une équation, dans 
un repère judicieusement choisi, de l'ensemble % des projections de a sur les plans qui 
contiennent une tangente à €. 

b} Quelle est la nature de l'homologue de 4\{a} dans une inversion de pôle a ? 
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7.68. — (#3, #). Trouver les droites incluses dans l’ensemble d’équation : 
a) x?z2 — at(x? + y?) = 0; 
b) x + y +29 — ai = 0. 
7.69. — (#,, Æ). Trouver les droites et les cercles inclus dans l'ensemble d'équation : 
(2 + y? + 22) — 2(aèx + by + cz) = 0. 
7.70. — (#3, #). Soit # l'ensemble qui admet la représentation paramétrique : 
x =u + 1l/u y=v0+ 1, 2 = ufv + v/u. 


a) Étudier l'intersection de 4 avec une droite de direction Rk; 
b} Former une équation cartésienne de #: 
c) Trouver les droites incluses dans #,. 


7.71. — (8, À). Former une équation de la réunion des droites parallèles à (©, i, j) qui 


rencontrent en deux points l'ensemble d'équations : 


(y = ax$) À (z = b(x + x). 


7.72. — (83, 8) Étudier l'ensemble 4 des milieux des cordes d'une hélice circulaire. 


On montrera que est à la fois un conoïde et une « surface de translation » ce qui signiñe 
qu’il existe un ensemble et une famille & de translations (non toutes identiques) tels que 


# = Ù Hé). 


+6 


8 
LES TORSEURS 


8.1. NOTION DE CHAMP ÉQUIPROJECTIF 


8.1.1. Champs de vecteurs 


Dans ce paragraphe (&, E) désigne un R-espace affine, pas nécessairement 
euclidien. Nous allons introduire une terminologie conforme à celle qu'utilisent 
les physiciens. 


1° DÉFINITION. — Toute fonction j de & vers E est appelée champ de vecteurs 
sur #; on dit que Def (f} est l'ensemble de définition du champ f. 


2° Champs de vecteurs particuliers. — On appelle : 

— champ affine, tout champ de vecteurs f défini sur&,(Def (f) = #), tel que 
l'application f soit affine; 

— champ central, tout champ de vecteurs sur &, f, pour lequel il existe un 

- point © de 6, appelé centre du champ, tel que, pour tout m € Def (f), f{(m) soit 

colinéaire à om; 

— champ uniforme, tout champ de vecteurs sur #, f tel que l’application f 
de Def(f) dans E soit constante. 


3° REMARQUES. — a) L'ensemble des champs de vecteurs sur & définis sur une partie donnée 
4 © &estle R-espace vectoriel que nous avons noté E; l'ensemble des champs affines est un sous- 
espace vectoriel de E£. 


b} Soitæ# « E. A tout couple (y, f}e R% x E, nous pourrons associer un champ de vecteurs 
sur #,9 . f, défini sur .@ par : 


Vmea  (p. f}{m) = pim)fim). 


Nous constatons que E% est ainsi muni d’une structure de R#-module. 


c) Dans le cas où, le R-cspace affine (#, E) est normé, on peut être amené à parler de continuité, de 
différentiabilité d’un champ de vecteurs sur &; cet aspect de la question sera repris au tome V. 


d) Au tome V, nous étudierons sous le nom de champs de scalaires sur & les fonctions de # 
vers R. 


8.1.2. Champs équiprojectifs 


Ici(#, E) désigne un espace affine euclidien, de dimension #n > 0. Le produit 
scalaire des vecteurs x et y de E est noté x. y. 
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DÉFINITION. — Un champ de vecteurs f défini sur # est dit équiprojectif si, et 
seulement s’il vérifie la condition : 
_ _ 
V(a, b)e é? f{).ab = f(b).ab @ 


Lorsque les points a et b sont distincts, (1) signifie que les deux vecteurs (a) et f{b} ont la même 
— 
projection orthogonale sur la droite vectorielle Rab; d’où l’origine du terme « équiprojectif ». 


THÉORÈME. — Soit f un champ de vecteurs défini sur €. Les deux assertions 
suivantes sont équivalentes : 


ï) f est un champ équiprojectif. 


ü) f est un champ affine et sa partie linéaire L(/) est un endomorphisme 
antisymétrique de E. 


) = ii]. — Soitf :& — Eunchampéquiprojectif. Fxonsun pointae & 
et définissons une application u de E dans E par : 
u(x) = f{a + x) — f{a). 


Soient x et y deux éléments quelconques de E. En posant "m = a + x et 
h = a + y, NOUS avons : 


u(9).y = (f(m) — f(a)). an 
Maïs fUn) — fla) = fl) — ft) + F0) — f(a) et (fn) — fla).an = 0. 


D'où : 
u(x).y = (fm) — fn)).ar. 


En écrivant an = am + mn et en utilisant (f{(m) — f{n)).mn = 0, nous en 


déduisons : 
u(»).y = (fm) — f(n)).am 
Mais f{m)— fn) = fm) — f{a) + fla)— ft) et (f(m)— f{a)).am = 0. D'où : 
u(9).y = (fe) — fn) .am = — x.u(y). 


Il en résulte que, d’après la proposition I de 1.3.2, 2°, u est un endomorphis- 


me antisymétrique de E. C 
ii) = 1) — Vérification aisée, laissée au lecteur. 0 
PRoPosiTion I. — Le sous-ensemble & de Ef constitué par les champs 

n(n + 1) 


équiprojectifs est un espace vectoriel de dimension 


Il est facile de montrer que & est un sous-espace vectoriel de Ef. De la 
caractérisation d’une application affine par sa valeur en un point et par sa partie 
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linéaire, on déduit ensuite que, a e € étant arbitrairement choisi, l’application 
f + (f{a), L(f) est un isomorphisme de & sur E x æ(E), où «/(E) désigne 
l'ensemble des endomorphismes antisymétriques de E. D'où : 


= 
dim = dim E + dim (E) = n + "0. G 


PRropPosirion IT. — Soit f un champ de vecteurs sur € défini sur une partie 
affinement génératrice :7 de & et vérifiant : 


—+ — 
V(a, be «7? f{a).ab = f(b).ab. 
Alors il existe un et un seul champ équiprojectif défini sur & et prolongeant f 


Puisque Aff(s) = € nous pouvons trouver une famille de n + 1 points de 


À, (ajjpai< COnstituant une base affine de &. Posons pour ie N,, e; = aoa;; 
e = (e,).., est alors une base de E. 


Il existe un endomorphisme u de E et un seul déterminé par : 


VieN, u(e;) = f{a) — fa). 


Utilisant la propriété : 


VE De(G 1... n) Jaaa, = f{a).aa, 


il est facile d'établir, comme nous l'avons déjà fait lors de la démonstration du 
théorème précédent : 


V( je N? u(e).e; = — e;.u(e;) 


u étant un endomorphisme, la bilinéarité du produit scalaire et le fait que e est 
une base de E, montrent : 


VOYEE?  u(x).y = — x.u(y 
Définissons Ÿ : & — E par: 
Vmeg Jim) = flao) + u(aom) 


Comme u est un endomorphisme antisymétrique de E, f est une application 
affine dont la partie linéaire est un endomorphisme antisymétrique de E, et f'est 
donc un champ équiprojectif. 

Par définition de u : 


Vie{0,1,...,n} (a) = fa). 
Par hypothèse, pour tout ae æ, pour tout ie {0,1,...,n} 


(Jla) — Sla).aa = 0. 
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Puisque f est un champ équiprojectif : 


(Ja) — Flai).aa = 0. 


Il en résulte : 
Vie{0,1,...,n) (fa) — f)).aa, = 0. 


Comme (ahai<, est une base affine de &, (ad )paien est une famille génératrice de 
E, donc f{a) — f(a), qui est ainsi orthogonal à E, est nul; f prolonge f. 

L’unicité résulte trivialement du fait qu’une application affine est caractéri- 
sée par ses valeurs sur une base affine de &. 


REMARQUES. — a) La proposition II peut être inexacte si Aff(#) n’est pas &. Le lecteur s'en 
assurera en prenant par exemple un plan euclidien #, un repère orthonormé (©, i, j} de ?, la partie # 
de constituée des points ©, O + à O — iet l'application f de &/ dans E définie par : 


f(0)=0  fO+)=r foO-n=j 


b) A titre d'exercice le lecteur pourra montrer que la proposition II reste vraie dans le cas où 
est une partie de # constituée de n points affinement indépendants. Ce résultat sera repris au 8.2.2. 


8.2. LES TORSEURS 


8.2.1. Notion de torseur 


Ici (&, E) désigne un espace affine euclidien de dimension 3. Nous allons 
encore introduire une nouvelle terminologie. 


DÉFINITION. — Tout champ équiprojectif 7 défini sur € est appelé torseur sur 
&; la valeur 7(#) qu'il prend en un point m e & est appelée moment du torseur T'au 
point m (cf. 8.2.5). 


Avec cette nouvelle terminologie, les résultats du 8.1 deviennent (compte 
tenu de n = 3): 


PROPOSITION I. — T étant une application de & dans E, les deux assertions 
suivantes sont équivalentes : 


i) Test un torseur, 


ü) Test une application affine dont la partie linéaire est un endomorphisme 
antisymétrique de E. 


PROPOSITION II. — Dans Ef, le sous-ensemble & constitué des torseurs est un 
sous-espace vectoriel de dimension 6. 


L'élément neutre de & pour l'addition, à savoir le torseur dont la valeur est 0 
en tout point de &, est appelé le torseur nul. 
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8.2.2. Éléments de réduction d’un torseur 
en un point 


È Dans toute la suite du chapitre, (&, E) est un espace È 
affine euclidien de dimension 3, orienté. 


1° Résultante d'un torseur. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Étant donné un 
torseur T sur #, il existe un unique vecteur R € E vérifiant : 


4 
V(a, b)e €? T(b) = T{(a) + R A ab () 
On dit que R est la résultante (ou encore le vecteur) du torseur T. 
RÉCIPROQUE. — Si Test une application de & dans E et s’il existe un point 
ae & et un vecteur R € E tels que : 
— 
Vmeë  Tlm)= T(a) + R A am () 
alors T est un torseur sur & et R en est la résultante. 


Les deux propositions résultent de la caractérisation d’une application 
affine et de celle d'un endomorphisme antisymétrique d’un espace affine euclidien 
orienté de dimension 3 (2.4.3, 4°). 


REMARQUE. — Si l’on change d'orientation sur #, la résultante de tout torseur sur & est changée 
en le vecteur opposé de E. 


2° Éléments de réduction. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Étant donné un 
torseur T sur € de résultante R et un point a € 6, le couple (7(a), R) caractérise le 


torseur. On dit que 7(a)et R sont les éléments de réduction en a (ou les coordonnées 
vectorielles en a) du torseur T. 


Conséquence immédiate de (2). O 


Proposirion. — Le point a € & étant donné, l'application T + (T{a), R) qui 
à tout torseur associe le couple de ses éléments de réduction en a est un 
isomorphisme de & sur E x E. 


Vérification immédiate. 


Pratique. — On rapporte & à un repère orthonormal direct (0, i, j, k). Soit 
T le torseur caractérisé par (T(O), R), éléments de réduction en ©. On note : 


TO)=Li+Mi+Nk R=pit+d+rk 


Si me & admet (x, y, z) pour coordonnées dans le repère (O, à, j, k), alors les 
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composantes (L, M, N) de T{m) = T(O) +R A Om dans la base (i,j, k) sont 
données par les formules : 


M = M; +rx — pz 


{x = EL, + 42 —ry 
N = No +py — gx 


La matrice dans la base (i, j, k) de la partie linéaire de T est : 


0 —r 4 
r 0 — p 
—4 P 0 - 
REMARQUE. — On donne parfois aux six réels (Lo, Mo, Nos P 4. r) le nom de coordonnées 


plückériennes du torseur T dans le repère (0, i, j, k). 


3° PROPOSITION — Étant donné trois points (a, b, c) de & non alignés et trois 
vecteurs Xo, Vo, 20 de E vérifiant : 


y y > > » > 
Xo-ab.= ÿo.4ab, X5.ac = Z6.4ac,  Yo-bC = z,.bc G) 
il existe un et un seul torseur T sur # vérifiant la condition : 
(T{a) = xo) À (T(b) = po) A (T(c) = 20) 
Unicité. — L'application ç de & dans E° qui au torseur T fait correspondre 
(T(a), T{b), T(c)) est manifestement linéaire. 
D'autre part si Ta) = T(b) = T(c) = 0, en utilisant : 
T(b) = T(a)+ RAab et To = Ta +R A &, 


on constate que la résultante R du torseur T vérifie : 
— — 
RAab=RAac=t. 
A + . , : AT 
Comme ab et ac sont indépendants, on a R = Det T, qui a pour éléments de 


réduction en a, (0, 0), est le torseur nul. Ainsi ç est injective et la solution au 
problème, si elle existe, est unique. 


Existence. — Désignons par u, v, w les trois applications de E° dans R, qui à 
(x, y, 2) font respectivement correspondre : 


+ — — 
(& — y).ab, (y —72).bc, (2 — x).ca. 
Il s'agit de formes linéaires. Si (a, , y) sont trois réels vérifiant : 
au + fu + yw = 0, 
en utilisant le triplet (x, 0, O), on voit que «ab + yac est nul, puisque orthogonal à 


E;ona donca = y = 0;1lest alors trivial que B = 0. Ainsi ces formes linéaires 
sont indépendantes et &”, sous ensemble de E? constitué des (x, y, z) vérifiant : 


(x.ab = y.ab) EN (x.ac = z.ac) A (y.be = z.bc) 
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est un sous-espace vectoriel de E* de dimension 9 — 3 = 6 (intersection de trois 
hyperplans indépendants). 

Im @ est un sous-espace vectoriel de &’; comme est injective, Im œ a pour 
dimension 6, donc Im @ = &”, ce qui prouve l'existence d’une solution. Notons 
que nous venons de montrer que œ est un isomorphisme de & sur &’. O 


REMARQUES. — 4) Une autre façon d'établir l'existence d’une solution est de montrer que les 
deux équations : 


_ _ 
Yo = Xo + R A ab, Zo = Xo +R AAC 


à l’inconnue R € E ont une solution commune, c'est-à-dire qu'il existe {, B) € R? vérifiant : 


3 _ 
ab À (Yo — * — AA (Z-X Je 
Co CARNET SES (20 d) | fa 
able acll2 
Ilablt Ilaell 


b) *Le résultat qui précède est important en cinématique du solide; connaissant à un instant, les 
vitesses de trois points non alignés du solide, nous connaissons en effet le torseur cinématique du 
solide à cet instant. 


8.2.3. Comoment de deux torseurs. 
Invariants d’un torseur 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION I. — Étant donné deux torseurs sur &, T, et T,, 
de résultantes respectives R, et R,, alors le réel 
Ti(a).R;, + T;(a).R;, 


où a est un point de #, est indépendant de ce point. On l'appelle comoment des 
torseurs 7; et T,; on le note y(T;, 7). 


Soit (a, b) e &?. Utilisant : 


T,G)= Ti(a)+Rinab et T(b)= Ti(a)+ R, À @, 


nous obtenons : 


Ti(b).R3+ T2(b).Ri= Ti(a).Ra+ To(a). Ri+(R; A ab). R)+(R; Aab).R, 
= Ti(a).R; + D(o.R, 


PRoPosiTIoN. — L'application y de & x & dans R qui à deux torseurs associe 
leur comoment est une forme bilinéaire symétrique. 
Vérification immédiate. Ü 


e Expression du comoment. — Supposons & rapporté à un repère ortho- 
normal direct (O, i, j, k) et les deux torseurs 7; et T, donnés par les composantes 
(Lo, M5, NE) (Pi; disrijet(Lé, Mè, Né) (P2, 42 r2) de leurs éléments de réduction 
au point O. L'expression du comoment (7, T,)est, d’après sa définition même : 


YT T2) = Lopa + Moda + Nora + Lip: + Môqi + Nôr 
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REMARQUE. — Nous savons que l'application T + (T(0), R) est un isomorphisme de & sur 
E x E. Cet isomorphisme permet de prendre dans &, la base , dont l'image par cet isomorphisme 
est la base de E x E, ({i, 0), (j, O), (k, 0}, (0, à), (0, j), (0, k)). Notons que l'expression de y(T;, T2) qui 
précède permet d'obtenir la matrice de y dans la base # puisque (L,, M5, N,, p, 4, r) sont les six 
composantes d'un torseur 7 dans cette base 4. 


2° THÉORÈME ET DÉFINITION IL — Étant donné un torseur sur &, T, de 
résultante R, le réel T(a). R, où a est un point de #, est indépendant de ce point. On 
l'appelle invariant scalaire du torseur T; on le note A(T). 


Conséquence immédiate de 7{b) = T{a) + R A ab. CG 
On peut dire que T + 2h(Tjest la forme quadratique sur & dont la forme 
polaire est +. 


e Expression de l'invariant scalaire. — Dans les mêmes hypothèses que pour 
l'expression du comoment, si Test caractérisé par ses éléments de réduction en O, 
de composantes respectives (L,, M5, N,) pour T(O) et (p, 4, r) pour R, alors : 

h(T) = Lip + Mog + Nor. 
Notons qu'en écrivant 4h(7) sous la forme : 
Go PP (Lo — PP + (Mo + 9) — (Mo — 9 + No + — (No —rÀ 


et en remarquant que les six formes linéaires sur & ainsi mises en évidence sont indépendantes, on 
constate que la forme quadratique 2h sur & est non dégénérée, de signature (3, 3). L'étude des 
éléments de & qui sont isotropes pour cette forme quadratique sera faite en 8.3, 


3° DÉFINITION IL. — Étant donné un torseur 7 sur &, de résultante R non 


h(T 
nulle et d’invariant scalaire A(T), le vecteur { ) 
vectoriel du torseur T. IRIl 


R de E est appelé invariant 


Nous verrons en 8.2.4 l'intérêt de cet invariant. 


REMARQUE. — Le comoment de deux torseurs et l'invariant scalaire d'un torseur dépendent du 
choix de l'orientation de E et ils sont changés en leurs opposés si cette orientation est changée. Au 
contraire, l'invariant vectoriel ne dépend pas de l'orientation de E,. 


8.2.4. Axe central 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit T'un torseur sur & de résultante R non 
nulle. L'ensemble À des points de & en lesquels le moment du torseur T est 
colinéaire à R est une droite qui admet R pour vecteur directeur ; en tout point de À, 
le moment du torseur T est l’invariant vectoriel du torseur; A est appelée axe 
central de T. 


Choisissons arbitrairement a € & et caractérisons T par ses éléments de 
réduction en a, (T{a), R). Par définition de À : 


Vme& (ME A) & (ueR T{m) = &R) 
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Mais, pour tout me #, T{m).R est h(T), si bien que s’il existe xeR tel que 
T{m) = aR, à est nécessairement h(T)/IR|?. Compte tenu de l'expression 
générale de T{m), on en déduit que A est l’ensemble des solutions de l'équation à 
l’inconnue me é : 

h(T) 


{a) am = R 
T(a) +R A am 
Il IÀ 


(Li) 


L'étude de la division vectorielle (2.4.3, 3°) nous conduit à considérer le réel 


h 
ee R — ri) -R, à constater qu'il est nul et à en déduire que A est non vide et 


que : 


_RA T() #} o 


+ 
À = Înes/er am = TRE 
R A T{a) 
IRI 
Enfin (1) montre que, pour tout me A, T{(m) est l'invariant vectoriel de T. 


A est donc la droite dirigée par R qui contient le point a + 


REMARQUE. — A ne dépend évidemment pas de l'orientation de E. 


2° Détermination analytique de l'axe central. — Ici & est rapporté à un 
repère orthonormal direct (O, i, j, k). On adopte a = O et on pose : 


T(O)= Loi + Mai + No € R=pitaitrk (pq # (00,0) 
D’après (2) la droite À admet la représentation paramétrique : 


x = (No — rMo)(p? + q° + 7)" + pr 
2) 4 y =6Lo — PNo +4 +7)" +pq  (peR) 
2 = (pMs — gLo)(p? + g +7)" + pr 


RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION {1) PAR LE CALCUL. — On l'écrit : 


Lo +g—try 
a) Mo + 7x — pz 


No +Py ax 


Pop + Mog + Norlp* + 4° + 77) * 
4Lop + Mg + Norp? + 4 +) 
rLop + Mog + Norip? + 4? + F7)" 


Sous cette forme, il s'agit d'un système linéaire la forme : 


Qz—ry = A (rx — pz = m}A(py — gx =n) 


O0 -r g 
Fr 0 —-p 
4 p 0 


Le rang du système est celui de la matrice, à savoir 2 puisque (p, q, r} # (0, 0, O). On constate 
pl + qm + rn = 0, ce qui exprime que le déterminant caractéristique relatif à l'équation non 
principale est nul, On en déduit que A est une variété affme de # de dimension 3 —2, et donc une droite 
Chacune des équations (2} représente exceptionnellement l'espace tout entier (c'est le cas pour la 
3 si p = q = Ojet, en général, un plan contenant À et parallèle à un axe de coordonnées. 


dont la matrice est : 
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3° Propriétés de l'axe central. — Une fois connu l'axe central À du torseur 
T de résultante non nulle R, une construction simple du moment T{m) de T'au 
point me & est fournie par la formule : 


_ 
T(m) = T(a) +R A am 
où a est la projection orthogonale de m sur À, et où T{a) est l’invariant vectoriel 
de 7, qui sera noté G. 
— Si mest un point de À, alors T{m) = G. 
— Supposons mé A. T(m) est la somme des vecteurs orthogonaux G et 
R A am. Celui-ci est tel que (R, am, R A am) soit une base orthogonale positive 


de E et que : 


HR À ail = IIRIL llamal. 


A 2 


FiG. 26. 


Notons que l'angle & de T(m) avec le plan 7 orthogonal en m à R est donné 
par 
GI} 


Ba ——— 
ILRIE llarl} 


e Nous laissons au lecteur le soin de déduire de cetie étude qu'étant donné le torseur T, de 
résultante non nulle, d'axe central A : 


a) À est l'ensemble des points me € en lesquels [IT{m)|| est minimal: 
B) Pour tout vissage f de & d'axe À, de partie linéaire u, on a : 


Vme&  T{fim)) = u(T{m). 


8.2.5. Moment d'un vecteur lié, 
moment d’un vecteur glissant 


Du point de vue de l'historique, et aussi de La physique le présent paragraphe est important. Son 
étude n’est cependant pas indispensable pour les développements ultérieurs de la théorie des torseurs. 
Nous reprenons (#, E), espace affine euclidien orienté de dimension 3. Nous aurons à utiliser : 


DÉFINITION. — On appelle : 
— vecteur lié tout élément de & x E: 
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— vecteur glissant tout couple (A, R) où R € E est un vecteur non nul et À une droite dirigée par R, 
dite support du vecteur glissant: 
— axe tout vecteur glissant (À, u) dans lequel u est un vecteur unitaire. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit (a, R) un vecteur lié. L'application : 


M:#—E mtR A am 


est un torseur sur € de résultante R, qui est appelé champ des moments du vecteur lié (a, R}. 
L'invariant scalaire de ce torseur est nul. 

Si R = 0, M est le torseur nul. Si R # 0, l'axe central de M est la droite dirigée par R qui 
contient a. 


On a manifestement M({a) = 0. On en déduit d’abord : 
Vmeëg Min) = Ma) + R A am 


ce qui montre que M est le torseur d'éléments de réduction en a : (0, R}. Le reste de la proposition en 

découle aisément, el 
On retiendra que si R # O, l’axe central de M est l’ensemble des me & tels que M(m) = 0. 
Remarquons enûn que ® dépend du choix de l'orientation de E. 


THÉORÈME. — Soient(a,, R,}et(a,, R,) deux vecteurs liés de champs de moments respectifs D, et 
4. Pour que les torseurs M, et D, soient égaux il faut, et il suffit, que l’on ait l’une des deux propriétés 
suivantes : 


R=R,=0: 
il) R, = R, # 0 et 4,4, est colinéaire à R;. 
Pour que deux torseurs soient égaux il faut, et il suffit, qu'il existe un point de # en lequel leurs 


éléments de réduction soient égaux. Ainsi R;, = R, est une condition nécessaire pour que M, = M. 
Supposons qu’elle est remplie. 


1% Cas : R = R; = 0. — Alors UM, et M, coïncident l’un et l'autre avec le torseur nul. 


PCAS:R, = R, # 0. — Comme M,({a,) = 0, on aura M, = M, si, et seulement si, 


—> 
Mas) = R; À aa, est nul, et donc si, et seulement si, aa, est colinéaire à R,. ee) 
2° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Étant donné un vecteur glissant {A, R) le champ des moments 


du vecteur lié (a, R), où a est un point de À, est indépendant de ce point. Ce champ des moments, qui n'est 
pas le torseur nul, est appelé champ des moments du vecteur glissant (A, R). 


Prenant b € À, les vecteurs liés (a, R} et (b, R) vérifient R # O et ab colinéaire à R. [| 

e Remarquons que À, support du vecteur glissant, est l'axe central commun à tous les champs de 
moments des différents vecteurs liés (a, R) lorsque a décrit À, qui est ainsi l'ensemble des points de d 
en lesquels le champ des moments du vecteur glissant (A, R) prend la valeur 0. 

e Nous aurions pu aussi introduire sur l'ensemble des vecteurs liés, la relation, manifestement 
d'équivalence :{a,, R,}est équivalent à (a,, R,)si, et seulement si, les champs des moments de (a, R;} 
et (a, R;} sont égaux. Dans & x E les classes d'équivalence sont alors : 

— la classe constituée des éléments de # x {0}, qui ont pour champ de moments commun le 
torseur nul. 

— les classes constituées d'éléments de # x E appartenant à A x {R} où A est une droite 
affine de # de vecteur directeur R : le champ des moments, commun à tous les éléments de A x {R}, 
est le champ des moments du vecteur glissant (A, R}. 


PROPOSITION. — Étant donné deux vecteurs glissants (A,, R,) et (A;, R,), le comoment de leurs 
champs de moments est nul si, et seulement si, les droites A, et A, sont coplanaires. 
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Choisissons a, e À, et a; e ÀA,. Le comoment considéré s’écrit : 
— —— 
(Ri À Ga) R; = [Ro aa, R:T 


— 
Or le produit mixte [R,, 4,4, R,] est nul si, et seulement si les droites affines A, et À, sont 
coplanaires. 


8.2.6. Moment d'un torseur 
par rapport à un axe 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient 7 un torseur sur #, et (A, ) un axe. 
Le produit scalaire 7(a).u, où a est un point de À, est indépendant de ce point. 
On l'appelle moment de T par rapport à (A, u). 


En effet, pour tout (a, b)e A2 : 


T{b).u — T{a).u = (R À abj.u = 0 G 


REMARQUES. — a} Le moment de T par rapport à (A, u) ne dépend pas de l'orientation de E. 
b} Les moments de T par rapport aux axes (A, u) et (A, — u) sont opposés. 


Interprétation du moment de T par rapport à (A, u). — Il s'agit : 


— de la mesure algébrique constante de la projection orthogonale du vecteur 
T{a) sur la droite vectorielle Ru, lorsque a décrit A; 

— du comoment du torseur T et du champ des moments du vecteur 
glissant (A, u). 


DÉFINITION. — On dit qu'une droite À est une droite de moment nul pour un 
torseur T si, et seulement si, le moment de 7 par rapport à l’un des axes de 
support À est nul. 


PROPOSITION. — Les droites de moment nul pour le champ des moments d'un 
vecteur glissant donné (A, R) sont les droites coplanaires avec A. 


Résulte de la seconde interprétation du comoment. 


8.3. LES TORSEURS ÉLÉMENTAIRES 


8.3.1. Notions de glisseurs et de couples 
DÉFINITION Ï. — Un torseur élémentaire est un torseur dont l’invariant 
scalaire est nul. 


— Notons que, si R # 0, l’invariant vectoriel d’un tel torseur est nul. 
— Dans l’ensemble & des torseurs sur &, les torseurs élémentaires sont donc 
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les éléments isotropes pour la forme quadratique 2h; ils ne dépendent pas de 
l'orientation, bien que la forme 2h en dépende. 

— Il résulte d'autre part de l'étude du comoment que la somme de deux 
torseurs élémentaires est un torseur élémentaire si, et seulement si leur 
comoment est nul (il s’agit ici d’un résultat général concernant la somme de deux 
vecteurs isotropes, cf. remarque b) du 1.1.3, 4°). 


DÉFINITION IL. — On appelle couple tout torseur sur & qui est constant, ou 
encore, ce qui est équivalent, tout torseur sur # de résultante nulle. 


Nous désignerons par € le sous-ensemble de & constitué des couples. 


DÉFINITION IL — On appelle glisseur, tout torseur T sur & pour lequel il 
existe un point a € 6 en lequel T{a) = 0. 


Nous désignerons par % le sous ensemble de & constitué des glisseurs. 
Notons que le champ des moments d'un vecteur glissant est un glisseur. 


THÉORÈME. — L'ensemble des torseurs élémentaires est constitué des 
glisseurs et des couples. 


— Tout glisseur (resp. tout couple) est trivialement un torseur élémentaire. 
— Réciproquement soit T'un torseur élémentaire de résultante R. Si R = 0 
il s’agit d’un couple. Si R Æ 0, T admet un axe central en tout point duquel le 
moment de Test l’invariant vectoriel, qui est nul; T est donc un glisseur. 


Proposition L — % est un sous-espace de & isomorphe à E. 


L'application qui à c e € associe sa valeur (qui est la même en tous les points 
de &) est un isomorphisme de € sur E. O 


PRoPosiTION IL — Le seul glisseur de résultante nulle est le torseur nul, que 
l’on appelle aussi glisseur nul. 


— Pour un glisseur g de résultante nulle, il existe, d'après la définition d'un 
glisseur, un point où g admet les éléments de réduction (0, 0); gest doncle torseur 
nul. 

— Inversement, il va de soi que le torseur nul est un glisseur de résultante 


nulle. = 


ProposiTion III. — Soient g un glisseur de résultante R # 0 et À son axe 
central. Alors g est le champ des moments du vecteur glissant (A, R); on dit que A 
est le support du glisseur g. 


L'existence de l’axe central A est assurée par R # 0. Soit ae A; g(a) est 
linvariant vectoriel de g, à savoir 0; g d’une part, le champ des moments du 
vecteur glissant (A, R) d'autre part admettent (0, R) pour éléments de réduction 
en a; les deux torseurs coïncident donc. O 


Dans la pratique, le support d’un glisseur donné par ses éléments de réduction en un point O, 
(g(O), R), s'obtient au titre d’axe central d’un torseur (8.2.4, 2°), à cela près qu'on a ici g(O). R = 0. 
ce qui s'écrit Lip + Mg + Nor = 0. 
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8.3.2. Somme de deux glisseurs 


Soient g, et g, deux glisseurs non nuls, et donc de résultantes non nulles R, 
et R; ; désignons par À, et À, leurs supports ;g, + g, est un torseur de résultante 
R; + R; Distinguons deux cas : 


ET CAS: R; + R; = 0;g, + g, est un couple ; ce n'est un glisseur (et il s’agit 
alors du glisseur nul) que si À, = A,. 


2 CAs:R, + R; # 0. Pour que le torseur g; + g2, de résultante non 
nulle, soit un glisseur (non nul), il faut, et il suffit, que le comoment des glisseurs g, 
et g, soit nul, c’est-à-dire (proposition du 8.2.5) que A, et À, soient coplanaires. 
Supposons cette condition remplie et étudions le glisseur g, + g, dont le 
support est désigné par A. Deux nouveaux cas sont possibles : 

a) R, et R, sont colinéaires (ou encore A, et A, sont parallèles). Nous 
pouvons poser R, = piu, R, = pu, où u est un vecteur unitaire, avec 
Pi + P2 # 0. 

Ayant arbitrairement choisi a, € À, et a, € A;, nous disposons du barycen- 
tre c de a, et a, affectés de p, et p,. Calculons : 


— 


— 
(1 + 920) = R, A ac +R, A ac 
— — 
= u A (piaic + pra2c) = 0 


À est donc la droite parallèle à A, qui contient c; A;, A, À sont ici trois droites 
parallèles, confondues si À; = À,, coplanaires et distinctes si À; 4 À,. 

8) R, et R, sont indépendants; les droites coplanaires À, et A; ont un unique 
point commun a; À est la droite de vecteur directeur R; + R; qui contient a. Jci 
À,, À», À sont coplanaires, concourantes et distinctes. 


REMARQUES. — 4} Contrairement à €, # n’est pas un sous-espace vectoriel de &. Cependant, 
pour tout (x,g)eR x € on a ag e #, ce qui montre que & est un cône de &. 


b) Le lecteur généralisera à la somme de m glisseurs. 


8.3.3. Décompositions d’un torseur en somme 
de deux torseurs élémentaires 


1° Soit a un point de &. Désignons par %, le sous-ensemble des glisseurs 
g € &, vérifiant g(a) = 0. Il est facile de constater que %, est le sous-espace 
vectoriel de # constitué du glisseur nul et des glisseurs non nuls dont le support 
contient a. 


THÉORÈME. — Le point a € & étant choisi, les sous-espaces et Z, de & sont 
supplémentaires. 
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— Îlest évident que € n &, est constitué par le torseur nul. 

— Pour tout torseur Te&, on désigne par (7{(a), R) ses éléments de 
réduction en a et on constate que T'est la somme du couple de valeur constante 
T{(a) et du glisseur dont les éléments de réduction en a sont (0, R). 


CoRoOLLAIRE. — Soit 7 un torseur qui n'est pas un couple (la résultante R est 
non nulle et il existe un axe central A). Alors T admet une unique décomposition 
T = € + g, où g est un glisseur non nul et c un couple tels que la valeur constante de 
c soit colinéaire à la résultante de g. 


— Supposons qu'il existe une telle décomposition. Pour tout point b du 
support de g, T(b), qui vaut c(b),est colinéaire à R, et on a donc b € À. Ainsi gne 
peut être que le glisseur de support À et de résultante R; la décomposition 
éventuelle est donc unique. 

— L'existence résulte du théorème précédent, appliqué avecaeA 


2° Nous allons envisager ici des décompositions d’un torseur à l’aide de glisseurs. Il s'agit en 
quelque sorte de réciproques de l'étude faite en 8.3.2. 


PROPOSITION L. — Soit T'un torseur de résultante R # 0, d’invariant scalaire h(T) # 0, et soit ® 
une droite qui n’est pas de moment nul pour 7, et qui n’est pas dirigée par R. Alors T peut être considéré, 
d’une façon et d'une seule, comme la somme de deux glisseurs non nuls dont l’un admet Z pour support. 


Soit gle glisseur, champ des moments du vecteur glissant (2, u), où u est un vecteur unitaire de Z. 
Il s'agit de résoudre l'équation : 


«T — Agest un glisseur non nul » «) 


à l'inconnue à e R\{0}. 

Pour tout À e R la résultante R — Au du torseur 7 — Ag est non nulle (à cause des hypothèses 
sur R et sur la direction de Z), et T — Ag est un glisseur (évidemment non nul) si et seulement si 
h(T — kg) = 0. Reprenant la forme polaire y de la forme quadratique 2h, nous en déduisons que 
l'équation (1) s'écrit : 

RD) — ANT, 9) + Kh(g) = 0. @) 

Comme g est un glisseur, on a h(g} = 0. Comme y{T, g) # 0, l'équation (2) admet sur R l'unique 
solution A(T)/Y(T, g), qui, d’ailleurs est non nulle puisque h(T) # 0. O0 


PROPOSITION ÏI. — Soient c un couple non nul de valeur constante C, et g un glisseur non nul de 
support orthogonal à C. Alors il existe un unique glisseur g' tel que c = g + g'. 


Ils’agit de montrer que le torseur g' = c — gest un glisseur. La résultante de g’ étant opposée à 
la résultante R de g, et donc non nulle, il s'agit de montrer que h(c — g} = 0, ce qui s'écrit : 


htc — y à) + h(g) = 0. 


Or c et g sont des torseurs élémentaires, et donc h(c} = h(g} = 0. D'autre part y(e, g), qui s'écrit C.R 
est également nul. Ü 
Le lecteur déduira des propositions I et IA : 


THÉORÈME. — Tout torseur est la somme de deux glisseurs (éventuellement nuls). 


11 n’y à naturellement pas unicité de cette décomposition. 
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8.3.4. Appendice 


La théorie des iorseurs développée dans ce chapitre n'est mathématiquement pas la plus 
satisfaisante. Il est en effet possible de développer une théorie des torseurs sur un espace affine, non 
nécessairement de dimension finie, ceci grâce aux applications biaffines alternées. Dans le cas des 
espaces euclidiens, on montre l'existence d’un isomorphisme naturel entre les torseurs, au sens de 
cette théorie, et l’espace vectoriel des champs de vecteurs euclidiennement équiprojectifs (champs qui 
sont, pour nous, les torseurs). Cependant cette théorie, qui fait appel à l’algèbre extérieure d’un espace 
vectoriel, nous a paru disproportionnée par rapport aux résultats élémentaires qui suffisent pour 
étudier la cinématique du solide. 


EXERCICES 


(&, E) désigne un espace affine euclidien orienté de dimension 3. On ne considère que des 
torseurs sur &. 
Par « glisseur (A, R) » on entend le glisseur de support À et de résultante R. 


8.1. — Soient deux glisseurs g, et g, dont les supports A, et À, ne sont pas 
coplanaires. 


a) Montrer que l'axe central du torseur g, + g, rencontre la perpendiculaire 
commune à À, et À,, et lui est orthogonale. 


b) Déterminer l’ensemble engendré par l'axe central du torseur 4, + ag, lorsque « 
décrit R. 


82. — Soient T'un torseur de résultante Ret(#, P) un plan affine. On suppose R £ P. 

a) Montrer qu'il existe un unique point a e tel que T{a) soit orthogonal à P. 

b) Nature de l'ensemble des me tels que T(m)je P. 

c) Existe-t-il deux glisseurs de somme T dont les supports soient respectivement 
inclus dans # et orthogonal à ? ? 


8.3. — Soient T un torseur et (#, P) un plan affine. Nature de l’ensemble des m € 7 
tels que T{m) fasse avec P un angle donné. Discuter. 


84. — Soient T un torseur et a un point. 
a) Trouver deux glisseurs (A, R;) et (A, R,) de somme T vérifiant : 


IR;l = IR aeA:. 


b} Montrer que, quand on considère toutes les solutions, la droite À, contient un 
point fixe. 


8.5. — Étudier les axes d'un plan affine donné par rapport auxquels deux torseurs 
donnés ont des moments égaux. 


8.6. — Soient T'et T' deux torseurs. Déterminer l’ensemble des me & tels que : 
a) TM) = 1 T'Emt; bd) Tim) L T'm); ©) T{m) = T'(m). 


8.7. — Soient les points donnés par leurs coordonnées dans un repère orthonormal 
direct : 


a,(0, 2, 0}, a,(0, 9, 0), a3(2, 0, 0}, b,(0, 7, 0), b,(0, 8, 4). 
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Déterminer l’axe central du torseur somme des glisseurs dont les supports contiennent 
— 


; LE 4 
respectivement a,, a,, a,, et dont les résultantes sont a,b,,a,b;, a:0. 
88. — Étant donné quatre points a, b, c, d de #, on définit l'application : 


+ + —  — 
M:#—E m + ma À mb + mc A md. 
a) Montrer que M est un torseur. 


b) Ici(a, b, chest fixe, avec ab . a = 0, et d décrit la parallèle à Aff (a, b}quicontient c. 
Étudier l'ensemble engendré par l’axe central du torseur M. 
89. — Étudier l'ensemble des droites de moment nul d’un torseur donné : 


a) passant par un point donné; 
b} incluses dans un plan donné. 


8.10. — On donne (2, Z,, 2)e &? et (a b}e ®?. 
: + — — 
Trouver (m,m,,m,)e® x ®, x ®, vérifiant ab = mm, + mm.. 
8.11. — a) On donne les points a, les pointsb,etles réels A, ie N,. Étudier le champ 


de vecteurs : 


Ce D 
mt X ma, À mb, 
mn 


b) Danslecasn = 2, à quelle condition ce champ est-il un glisseur, dont on précisera 
le support. 


_ > 
8.12. — On donne (0, a}e &? et G € E\{0}, avec Oa.G = 0. Montrer qu'il existe une 

infinité de glisseurs dont le support contient a et dont le moment en O est G. Nature de 

l'ensemble des projections orthogonales de O sur les supports de ces glisseurs ? 


8.13. — Éléments de réduction en © du torseur dont l'axe central est donné par les 
équations dans le repère orthonormal direct (O, i, j, k) : 


@x —y=0 A(x —-y—-2+1=0) 
et dont les moments par rapport aux axes (©, i) et (0, j) sont égaux à 5. 
8.14. — On donne un glisseur g,. Pour tout 8 e R, on désigne par gs le glisseur déduit 


de y, par rotation d'angle 8 autour d'un axe (2, u) donné. Déterminer l'axe central À, du 
torseur go + ge Montrer que À, rencontre une droite fixe lorsque 8 varie. 


8.15. — On donne deux points a et b de & et une rotation vectorielle r = [4, x/2] 
de E. Étudier le champ de vecteurs f : m ++ ma + r(mb). 
Caractériser l'ensemble {m € #|u. f(m) = 0}. 


8.16. — On donne un repère orthonormal direct (©, i, j, k) et une rotation r de & dont 
l'axe contient O. À tout me & on associe m' = r(m), et h milieu de (m, m'). 


_ 
a) Montrer qu’il existe un glisseur fixe dont le moment en h est hm'. 
b) En déduire la matrice de la rotation r. 
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8.17. — On donne le point O de # et les vecteurs indépendants a et b de E. Pour tout 
(p,4)e R?, &,, désigne le torseur dont les éléments de réduction en ©Q sont 
(pa + qb, ga + pb). 

a) Comment choisir (p, 4) pour que &,, soit un glisseur ? 

b} Décomposer &,, en la somme de deux glisseurs d’axes orthogonaux. 

c) On suppose a.b = 0. Déterminer la réunion # des axes centraux des torseurs &,, 
lorsque p et q varient. Démontrer que par un point "m donné de & on peut faire passer (en 
général} une droite unique Z de moment nul pour tous les torseurs #,, et que cette droite 


& rencontre trois axes de torseurs &,,, deux de ces axes ne dépendant pas du choix de m. 


8.18. — On donne un torseur 7, un plan affine #et un point a. Étudier les axes (2, u), 
3 € @, tels que le moment de T par rapport à (Z,u) ait une valeur absolue 
proportionnelle à la distance de a à 2. 


8.19. — On donne un torseur Tet une droite affine Z. À tout m e 3 on associe me é 
tel que mm = T(m). 

a) Nature de l’ensemble engendré par m’. 

b) Nature de l'ensemble engendrée par la droite Aff (m, m'). 


8.20. — On considère six glisseurs non nuls dont les supports sont les arêtes d’un 
tétraèdre (non aplati). Montrer qu’ils forment une famille libre de torseurs. 


821. — On donne un tétraèdre (non aplati} a,a,a,a,; (a,, R,) est le vecteur lié 
perpendiculaire au plan 4,4,a., dirigé vers ce plan, de norme k x aire a,a,a,(k donné); 
g. est le glisseur de résultante R, dont le support contient a,. On définit de même ÿ,,43, ga. 

Étudier le torseur di + 2 + 93 + ga 


8.22. — TORSEURS ORTHOGONAUX. — On donne des torseurs T, et T, de résultantes 
non nulles R, et R,. d’axes centraux A, et A. Prouver l'équivalence des assertions : 

i) À, et À, sont orthogonaux et concourants, 

ü) R,.R, = Oet y(T,, T:) = 0. 


(Lorsque ces assertions sont vérifiées on dit que T, et T, sont orthogonaux.) 


8.23. — Soient g, et g, deux glisseurs non nuls, de supports non parallèles A, et À. 
On désigne par (G,, R,) et (G>, R;) leurs éléments de réduction en un point fixé a. 

a) Montrer que la perpendiculaire commune à À, et À, est dirigée par R, A R,et 
qu’elle contient le point b tel que : 


a LR A RD A (Ra À Ga = Ra À Gi) 
ab = 
IR, A RAI 


b) Montrer que la distance de À, à A, est : 


gas WIR À Rll 


8.24. — PRODUIT VECTORIEL DE DEUX TORSEURS. — a) Soient 7, et T, deux torseurs de 
résultantes R, et R,. Montrer que le champ de vecteurs : 


TAT,:& —E mi R, A Tim) — R; À Ti(m) 


est un torseur de résultante R, 4 R. 
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b) Montrer que, si R, À R, # 0, l'axe central de T; A T, est la perpendiculaire 
commune aux axes centraux de T, et T.. 

€) On suppose R, # 0 et R, # 0. Montrer que T, À T, est le torseur nul si, et 
seulement si 7; et T, ont le même axe central. 


8.25. — Théorème De Morey-Petersen. — a) Soient T, ie N;, trois torseurs de 
résultantes non nulles et d'axes centraux deux à deux non coplanaires; on suppose en 
outre que 7, + T, + T, est le torseur nul. Montrer que les axes centraux admettent une 
perpendiculaire commune (droite les coupant orthogonalement). 

On montrera que le torseur T, À T, + T; À Ti + T, À T, est orthogonal à 
chacun des 7, (cf. exercice 8.22). 

b) Soient 2, i e N;, trois droites de &, puis À, la perpendiculaire commune à 2;et 
Ba à, j, k deux à deux distincts, et enfin #, la perpendiculaire commune à , et à A. 
Montrer que les trois droites #, admettent une perpendiculaire commune. 

On introduira des glisseurs non nuls g; de supports %, On considérera A, comme 
l'axe central du torseur T; = g; À y, et #, comme l’axe central du torseur g, À T,. 
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